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Kurzfassung

Die numerische Stromungsmechanik (CFD) ist ein fester Bestandteil im Produktent-
wicklungsprozess. Sie wird unter anderem fiir die Auslegung und Optimierung von
Wasserpumpen genutzt. Gangig ist die Berechnung dieser Bauteile mittels statio-
ndrer Verfahren. Hier wird nach der rotierenden Strémung im Relativsystem gelost.
Das Ziel der Berechnung ist dabei nicht nur optimale hydraulische Kennwerte zu er-
reichen, sondern auch den Komfort des Kunden zu verbessern durch Reduzierung
des Larmpegels der Bauteile. Druckfluktuationen innerhalb der Pumpe sind dabei
eine entscheidende Schallquelle. Die Druckfluktuationen kénnen mittels instatio-
ndrer Rechnungen ermittelt werden. Zeitlich aufgeldste Rechnungen mit herkomm-
lichen Zeitschrittverfahren benétigen jedoch viel Rechen- und Speicherressourcen.
Es wird daher nach Alternativen zu Zeitschrittverfahren gesucht.

Der zeitlich periodische Charakter von Wasserpumpen erlaubt eine Modellreduzie-
rung iiber Frequenzverfahren. Das Ziel dieser Arbeit ist die Realisierung eines zeit-
spektralen Stromungslosers in den offenen Stromungsloser OpenFOAM®) zur ef-
fizienten Berechnung zeitlich periodischer, inkompressibler Stromungen. Zunéachst
werden unterschiedliche zeitspektrale Methoden vorgestellt und hinsichtlich ihrer
Eignung analysiert. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Time Spectral Method (TSM)
weiter verfolgt, da auch nichtlineare Effekte modelliert werden konnen. Anschlie-
lend werden anhand einer Prototypengleichung die Eigenschaften der TSM den
Eigenschaften herkommlicher Zeitschrittverfahren gegeniibergestellt.

Die Mehrzahl an Implementierungen der TSM basieren auf den kompressiblen Na-
vier-Stokes-Gleichungen. Eine direkte Anwendung auf inkompressible Stromungen
ist daher nicht ohne Weiteres moglich. Ein Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der
Herleitung und Implementierung der TSM in einen Druckkorrektur-Algorithmus.
Dazu werden unterschiedliche numerische Losungsstrategien des gekoppelten Sys-
tems untersucht und mittels unterschiedlicher Stromungen verifiziert. Eine vollstan-
dige Kopplung aller Zeitinstanzen und Kontrollvolumina tiber ein Krylow-Unter-
raum-Verfahren stellt sich als geeignete Losung fiir industrielle Probleme heraus.

Nach der Anwendung auf einfache Beispiele erfolgen Stromungssimulationen um
ein mehrfach angeregtes Fliigelprofil, einen Propeller und ein Lamellenventil. Die
zeitlichen Moden der Stromungen werden analysiert und die Frage beantwortet,
ob periodische Stromungen {iber eine geringe Anzahl an Frequenzen gut représen-
tiert werden konnen. Simulationen mit Zeitschrittverfahren und der TSM werden
durchgefiihrt und gegeniibergestellt. Die Arbeit schliefst ab mit einer Analyse der
Potenziale und Grenzen des zeitspektralen Losers.
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Abstract

Computational fluid dynamics (CFD) is a well established tool in the product design
process. Particularly it is used to design water pumps. In general these components
are simulated using steady simulations with moving reference frames. The aim of
these simulations are not only optimal hydraulic parameters, but also to improve
customer comfort by reducing the noise level of the single components. Pressure
fluctuations are one main source of noise. These fluctuations can be computed by
unsteady simulations. At present unsteady simulations are quite costly in computa-
tional resources and memory, thus alternatives are sought.

The time periodic behaviour of fluid machines allows a model reduction using fre-
quency methods. Thus in this work a time domain method to efficiently compute
incompressible, periodic fluid flows is investigated and implemented into the open
source software OpenFOAM®). First, different frequency and time domain methods
are introduced and the time spectral method (TSM) is identified as a suitable ap-
proach as the method is able to solve nonlinear effects in time. Then the properties
of the TSM are outlined using prototype equations instead of the more complex
Navier-Stokes equations. The differences between the TSM and regular time step-
ping schemes are shown.

Different implementations of the TSM have been developed in the past. However,
most are dedicated to compressible flow and thus cannot be used to solve for incom-
pressible flows. Thus, in the first part of this work a formulation of the TSM within
a pressure-correction algorithm is derived and implementation details are shown.
Different numerical solution strategies to solve the coupled system are investigated
and verified using simple flow problems. It is shown that a Krylov subspace method
coupling all temporal and spatial nodes is well suited for industrial problems.

After the TSM has been applied to simple cases, more complex flow phenomena
are computed. The flow around an oscillating blade profile, around a ship propeller
and through a flutter valve are investigated. The temporal modes of the fluid flow
are computed and the necessary amount of frequencies to represent the flow field is
researched. Simulations using regular time stepping schemes and the TSM are per-
formed and compared. The work concludes showing the potentials and limitations
of the proposed method.
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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Innerhalb des Produktentwicklungsprozesses wird auf die bewdhrten Techniken
der numerischen Stromungsmechanik, auch Computational Fluid Dynamics (CFD),
zurtickgegriffen. Vor allem im industriellen Umfeld spielen virtuelle Prototypen ei-
ne entscheidende Rolle, um Entwicklungszeiten und Fertigungskosten zu reduzie-
ren. Die numerische Stromungsmechanik wird unter anderem zur Auslegung und
Optimierung von Wasserpumpen genutzt. Die stromungsmechanische Berechnung
erlaubt einen umfassenden Blick auf das Geschehen innerhalb der Pumpe und hilft
dem Ingenieur die Pumpenstromung zu verstehen, entsprechend das Design anzu-
passen und eine optimale Auslegung zu erreichen.

Die numerische Stromungsmechanik liefert im Gegensatz zu Modellversuchen ein
wesentlich umfassenderes Bild, da zu jedem Zeitpunkte alle Stromungsgrofien ein-
sehbar sind. Gédngig ist es, die stromungsmechanische Berechnung von Wasserpum-
pen stationdr im Relativsystem durchzufiihren. Mit steigenden Anforderungen an
die Produkte steigen auch die Erwartungen an Berechnungsprozesse als Werkzeuge
im Auslegungsablauf. Vor allem das Interesse, instationdre Strémungsprozesse in-
nerhalb von Pumpen zu studieren, ist mit Blick auf akustische Phdnomene stark
gestiegen. Pumpen werden deshalb nicht nur auf den hydraulischen Wirkungsgrad
hin berechnet und ausgelegt, sondern die CFD-Berechnung dient auch zur Analy-
se der durch die Stromung verursachten Oszillationen. Obwohl Software wie auch
Hardware in den letzten Jahren grofie Entwicklungsspriinge gemacht haben, ist
die Berechnung instationdrer Stromungen mit herkdmmlichen Zeitschrittverfahren
durch einen signifikanten Mehraufwand an Speicher- und Rechenressourcen gegen-
tiber stationdren Verfahren gekennzeichnet. Daher wird verstarkt nach Alternativen
zu den herkdmmlichen Zeitschrittverfahren gesucht.

Zeitlich periodische Stromungen nehmen eine Sonderposition bei der Berechnung
instationdrer Vorgdnge ein. Die zeitliche Periodizitédt erlaubt eine Modellreduktion
in der Zeit und damit einhergehend prinzipiell einen Gewinn an Rechenzeit. Verfah-
ren, die die zeitliche Periodizitdt ausnutzen und die zeitlichen Schwankungen mit
Fourier-Polynomen approximieren, sind als zeitspektrale Loser bekannt. Zeitspek-
trale Verfahren, wie z.B. die Time Linearized Frequency Domain Method (TLFD)
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1 Einleitung

oder die Time Spectral Method (TSM) bieten eine potenzielle Alternative zu her-
kommlichen Zeitschrittverfahren. Es muss dabei je nach Anwendungsfall abgewo-
gen werden, welches Verfahren geeignet ist.

Bei Zeitschrittverfahren ist es hdufig notwendig viele Perioden mit kleinen Zeit-
schritten zu rechnen, bis das System den periodischen Zustand erreicht hat und der
Einfluss der Anfangsbedingungen abgeklungen ist. Dabei ist es nicht trivial, den
Ubergang zum periodischen Zustand zu bestimmen. Oftmals werden daher grofle
Datenmengen aufgenommen und in Abhéngigkeit der Anforderungen an die Ge-
nauigkeit der Messgrofie wird aufwendig abgeschétzt, wann Periodizitdt erreicht
ist. Im Gegensatz dazu reduziert sich bei zeitspektralen Verfahren der Einschwing-
prozess, da nur periodische Losungen durch die Modellierung moglich sind. Alle
Zeitpunkte innerhalb der Periode konnen tiber die Fourier-Koeffizienten rekonstru-
iert werden. Daher verbleiben nur die Fourier-Koeffizienten im Speicher. Ein wei-
terer Vorteil zeitspektraler Methoden ist die hohere zeitliche Genauigkeit bei peri-
odischen Stromungen. Bei ausreichend Harmonischen in der Modellierung ist der
zeitliche Fehler der zeitspektralen Verfahren bereits um Grofienordnungen geringer
als bei Zeitschrittverfahren.

Die Wahl des richtigen zeitspektralen Verfahrens ist abhdngig vom Anwendungs-
fall, daher sind iiber die Jahre hinweg eine Vielfalt zeitspektraler Verfahren entwi-
ckelt worden. Der nachfolgende Abschnitt gibt einen Uberblick der bestehenden
Verfahren und der Anwendungsbereiche.

1.2 Stand der Technik

Der erste Ansatz einer effizienten Losungsmethode fiir periodische Probleme ist die
Time Linearized Frequency Domain Method (TLFDM), auch bekannt als Linearized
Frequency Domain Method (LFD). Dabei handelt es sich um einen linearisierten
Ansatz in der Zeit. Die Stromung wird in eine zeitlich-gemittelte Komponente und
eine Storung zerlegt. Zahlreiche Anwendungen der Methode, unter anderem zur
Berechnung aerodynamischer Lasten, Turbomaschinen, Fliigelprofile und von Ge-
samtflugzeugen, finden sich in Hall und Crawley [31], Hall [30], Verdon [68], Hall
et. al [33], Ronch et al. [20], Widhalm, Hiibner und Thormann [72] und Tran und
Liauzun[36]. Die Methode zeichnet sich durch ihre hohe Effizienz aus. Durch die
Linearisierung konnen jedoch nichtlineare Effekte, wie Stromungsablosungen und
Sekundarstromungen nicht abgebildet werden.

Um auch nichtlineare Effekte abbilden zu kénnen, sind andere zeitspektrale Verfah-
ren entwickelt worden. Bei der Harmonic Balance Method (HBM) [32] und der Time
Spectral Method (TSM) [47, 29] werden die Stromungsgrofien als zeitliche Fourier-
Polynome einer Basisfrequenz approximiert. Mehrere Vielfache der Basisfrequenz,
auch Harmonische genannt, konnen zur Approximation der Stromungsgrofien ge-
nutzt werden. Fiir N Harmonische ergibt sich im Zeitraum ein System von 2N + 1
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1.2 Stand der Technik

gekoppelten Gleichungen an 2N + 1 dquidistant in der Periode verteilter Kolloka-
tionspunkte. Der Zeitableitungsterm wird durch die Transformation in einen zeit-
spektralen Operator tiberfiihrt, welcher die Stromungsgrofien an den 2N + 1 Kol-
lokationspunkten miteinander koppelt. Bei der TSM wird im Gegensatz zur HBM
ein analytischer Ausdruck fiir den zeitspektralen Kopplungsterm genutzt. Durch
die zeitspektrale Diskretisierung ergibt sich im Vergleich zu herkdémmlichen Zeit-
diskretisierungen ein hoherer Approximationsgrad. Da die Transformation allein
auf der zeitlichen Ableitung basiert, bleibt die Diskretisierungen der Konvektions-
und Diffusionsterme erhalten, so dass bereits vorhandene stationdre Loser ohne gro-
ere Anderungen verwendet werden kdnnen. Aulerdem kénnen aus stationdren
Losern bekannte Konvergenzbeschleunigungsverfahren, wie Multigrid und Local
Time Stepping [23], verwendet werden. Fiir eine grofie Anzahl an stromungsme-
chanischen Problemen ist nachgewiesen worden, dass bereits eine geringe Anzahl
an Harmonischen ausreichend ist, um die Komplexitdt der Stromung ausreichend
darzustellen [47]. Fiir diese Probleme zeigen die zeitspektralen Loser auch einen
erheblichen Effizienzvorteil im Vergleich zu herkdmmlichen Zeitschrittverfahren.

Zahlreiche Autoren haben dazu beigetragen die HBM und TSM weiterzuentwickeln
und neue Anwendungsbereiche zu erschlieffen. Die hdufigste Anwendung finden
die Verfahren zur Berechnung von Stromungsprofilen, Tragflachen und dem Heli-
kopter-Flug. So berechnet McMullen [47] den Auftriebskoeffizienten eines NACA-
0012-Profils bei einer Ma—Zahl von 0, 796 und der reduzierten Frequenz von 0, 0808
mit bis zu drei Harmonischen. Bei Mundis und Mavriplis [50] wird fiir das gleiche
Profil bei Ma = 0,755 und einer reduzierten Frequenz von 0,0814 mit bis zu 47
Harmonischen ebenfalls der Auftriebskoeffizient berechnet. Ahnliche Arbeiten fiir
das NACA64A010-Profil sind in McMullen [47] und fiir das NACA0012-Profil in
Mavriplis und Yang [45] zu finden.

Fiir den Vorwirtsflug des Caradonna-Tung-Rotors ohne Aufstieg bei Ma = 0,8
nutzen Im et al. [35] 15 Harmonische. Bei Mavriplis, Yang und Mundis [46] wird
ein Aufstiegs-Manover des UH-60A-Helikopters mit sieben, neun und elf Kolloka-
tionspunkten simuliert. Weitere Anwendungen der TSM auf Helikopter-Manover
konnen Butsuntorn [15] und Ekici, Hall und Dowell [24] entnommen werden. Aber
auch zur Berechnung aerodynamischer Anregungen werden zeitspektrale Verfah-
ren genutzt [41, 49]. Fiir instationdre, Gradienten-basierte Optimierungsverfahren
erzielen TSM und HBM im Vergleich zu Zeitschrittverfahren geringere Speicher-
und Rechenkapazititen. Dies wird in Nadarajah und Jameson [52] anhand einer
Fliigeloptimierung gezeigt und in Huang [34] zur Optimierung von Turbomaschi-
nen genutzt.

Auch die numerischen Aspekte der Methode wurden weiterentwickelt. Zur Berech-
nung periodischer Stromungen mit tiberlagert-abklingender, transienter Losung ap-
proximieren Mavriplis, Yang und Mundis [45] die Stromungsvariablen durch Su-
perposition von zeitlichen Fourier-Polynomen und zusatzlichen abklingenden Po-
lynomen. Das Hybrid BDF/ Time Spectral Method-Verfahren wird z.B. zur Berech-
nung von Helikopter-Manovern verwendet. Aufierdem erweitern sie die Methode

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-202005041341-0



1 Einleitung

zur Nutzung mit tiberlappenden Gittern. Gentilli [27] zeigt in seiner Dissertation
eine Methode, bei welcher nach verschiedener Anzahl an Harmonischen in unter-
schiedlichen Netzbereichen gelost wird. Die Anzahl der Harmonischen passt sich
adaptiv an die Komplexitdt der Berechnung an und der Rechenaufwand wird so re-
duziert. Fiir die Berechnung von mehrstutigen Stromungsmaschinen konnen auch
Probleme mit von einander unabhédngigen Frequenzen berechnet werden [57, 18].
Eine besondere Herausforderung liegt in der Losung des Systems bei hoher An-
zahl von Harmonischen. Zur stabileren Losung des gekoppelten Systems schlagen
Sicot, Puigt und Montagnac [66] einen impliziten Block-Jacobi-Algorithmus vor. In
Anlehnung an diese Forschung nutzen Mundis und Mavriplis [51, 50] ein Newton-
Verfahren um das nichtlineare System zu losen. Die Funktionalitdt verschiedener
Vorkonditionierer und linearer Loser wird untersucht. Es ist anzumerken, dass die
Vielzahl an Entwicklungen auf den kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen und
kompressiblen Stromungslosern basieren.

Zeitspektrale Loser finden bisher vor allem im Bereich der Turbomaschinen Anwen-
dung. Dabei handelt es sich meist um kompressible Stromungen. Zur Berechnung
kompressibler Stromungen werden fast ausschlieSlich dichtebasierte Verfahren ein-
gesetzt. Bei inkompressiblen Problemen ist im Gegensatz zu kompressiblen Proble-
men die Gewdhrleistung eines divergenzfreien Geschwindigkeitsfeldes nicht mehr
tiber eine Dichtegleichung gegeben. Die Dichte ist bei inkompressiblen Stromun-
gen im gesamten Stromungsgebiet unverdnderlich. Dies resultiert in einer unbe-
grenzten Schallgeschwindigkeit des Fluids und erzeugt somit unbegrenzte Eigen-
werte im System. Wegen der grofien Unterschiede in den Eigenwerten resultiert ein
steifes Gleichungssystem. Um dennoch inkompressible Stromungen basierend auf
den kompressiblen Losern berechnen zu konnen, ist die Artificial Compressibili-
ty Methode (AC) entwickelt worden [16]. Hier wird zuséatzliche eine Zeitableitung
des Druckes in die Massenbilanz eingefiihrt. Das elliptische Gleichungssystem wird
in ein hyperbolisches System {iberfiihrt. Das Gleichungssystem wird mit den her-
kommlichen numerischen Methoden l6sbar. Jameson [37] zeigt die Funktionalitat
der AC-Methode in Verbindung mit TSM, in dem er die laminare Stromung um
ein NACAOQ0012-Profil berechnet. Er berichtet zudem, dass die TSM in Kombinati-
on mit AC zu Stabilitidtsproblemen fiihrt. Die Methode eignet sich nur fiir geringe
reduzierte Frequenzen und kleine Amplituden. Fiir einen oszillierenden AGARD-
Fliigel kann mit 32 Harmonischen maximal eine reduzierte Frequenz von 0,2 bei
einer Amplitude von 0, 08 aufgeldst werden. Auch Antheaume [8] zeigt weitere Bei-
spiele dieser Methode.

Es gibt auch den Ansatz, statt der Navier-Stokes-Gleichungen die Wirbelstédrke-
Stromfunktion zeitspektral zu l6sen [69]. Fiir 2D-Berechnungen reduziert sich das
System auf zwei Gleichungen. Der Druck ist keine abhidngige Variable mehr und
wird, nachdem das Geschwindigkeitsfeld bestimmt wurde, nachtréglich tiber die
Poisson-Gleichung geldst. Die Erweiterung der Methode auf drei Dimensionen ist
jedoch schwierig. Es ergeben sich im Dreidimensionalen sechs partielle Differential-
gleichungen, statt wie bei der Druck-Geschwindigkeitskopplung vier Gleichungen.
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1.3 Zielsetzung

Auflerdem ist die Formulierung von Randbedingungen bei komplexen Strémungs-
gebieten schwierig, da die Wirbelstdrke an scharfen Kanten singulér ist [26].

Zur Berechnung instationdrer, inkompressibler Stromungen bindet Luder [44] die
zeitspektrale Diskretisierung in einen Druckkorrektur-Algorithmus ein. Die Effizi-
enz des Druckkorrektur-Algorithmus in Verbindung mit der TSM wird an einem
oszillierenden Fliigelprofil und einer Axialmaschine demonstriert. Das nichtlinea-
re Gleichungssystem wird tiber die Picard-Iteration linearisiert und mit Hilfe des
Block-Gaufs-Seidel-Verfahrens iterativ gelost. Die einzelnen Blocke umfassen alle
Kontrollvolumina eines Kollokationspunktes. Er zeigt aufierdem, dass die Konver-
genz des Gleichungssystems stark abhidngig von dem Unterrelaxationsfaktor ist.
Das gleiche Verfahren wird auch von Cvijetic, Jasak und Vukcevic [19] auf ein flat-
terndes NACA2412-Profil und einen Onera-M6-Fliigel angewandt. Auch hier zeigt
sich eine starke Abhdngigkeit des Konvergenzverhaltens des Systems vom Unter-
relaxationsfaktor. Auf Basis des Stands der Technik ergibt sich die Zielsetzung der
folgenden Arbeit.

1.3 Zielsetzung

Der Stand der Technik zeigt, dass zeitspektrale Verfahren fiir kompressible Stro-
mungen schon weit entwickelt sind. Fiir inkompressible Anwendungen lassen sich
jedoch nur wenige Quellen finden. Das Losen des gekoppelten, zeitspektralen Glei-
chungssystems ist zudem mit einigen Schwierigkeiten verbunden. Eine steigende
Anzahl an Harmonischen und hohere Frequenzen reduzieren die Konvergenzei-
genschaften des gekoppelten Systems. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist daher
die Erprobung und Bewertung eines neuen Ansatzes eines zeitspektralen Loser zur
Berechnung viskoser, inkompressibler, periodischer Stromungen innerhalb des of-
fenen Stromungslosers OpenFOAM®). Die TSM wird als zeitspektrale Methode ge-
wihlt. Eine besondere Eigenschaft des zeitspektralen Losers ist die Auflosung der
Druck-Geschwindigkeitskopplung iiber ein Druckkorrektur-Verfahren. Die Losung
nach den einzelnen Stromungsgrofien erfolgt entkoppelt. Im Gegensatz zu zeitspek-
tralen, dichtebasierten Verfahren entfillt somit das Aufstellen und Losen einer Ja-
cobi-Matrix.

Im Mittelpunkt der Arbeit steht die Weiterentwicklung der numerischen Aspek-
te inkompressibler, zeitspektraler Loser. Die Rechenzeiteffizienz, die Stabilitat und
das Konvergenzverhalten zeitspektraler Loser sind abhédngig von der Auflosung
der zeitlichen und rdaumlichen Kopplung der Impulsgleichungen. Daher sind im
Rahmen dieser Arbeit vier neue Konzepte zur Kopplung entwickelt und unter-
sucht worden. Im ersten Konzept werden die rdumlichen Blocke eines Kollokati-
onspunktes iiber ein zeitliches Jacobi-Verfahren gelost. Um eine stiarkere zeitliche
Kopplung zu bekommen, werden im zweiten Konzept alle Kollokationspunkte pro
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1 Einleitung

Kontrollvolumen (KV) tiber ein Block-Gaufi-Seidel-Verfahren mit direkter Block-
Invertierung gelost. In den letzten beiden Konzepten werden alle raumlichen und
zeitlichen Blocke nach den Kollokationspunkten geordnet iiber ein GMRES-Ver-
fahren vorkonditioniert mit inkompletter LU-Zerlegung berechnet. Die Kopplungs-
strategien werden in den Punkten Konvergenzeigenschaften, Speicherbedarf und
Rechenzeit anhand einer Couette-Stromung und eines oszillierenden Fliigelprofils
gegentibergestellt. Die Arbeit leistet damit einen Beitrag zur Verbesserung vorhan-
dener inkompressibler, zeitspektraler Loser. Aufserdem sind unterschiedliche Netz-
bewegungskonzepte im Rahmen des zeitspektralen Losers nutzbar, sowohl Starr-
korperrotation als auch Arbitrary Lagrange Euler (ALE) sind in dem zeitspektralen
Loser implementiert. Zur Berechnung turbulenter Fille wird das Spalart-Allmaras-
Turbulenzmodell um die zeitspektrale Formulierung erweitert.

Ein zweiter Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Untersuchung und Bewertung
des Potenzials und der Grenzen der zeitspektralen Methode im industriellen Um-
feld. Bisher ist noch unklar, ob eine Reduzierung der Stromung auf wenige Harmo-
nische fiir komplexe Berechnungsfille ausreichend ist. Es werden daher die Stro-
mung um ein mehrfach angeregtes Fliigelprofil, einen Propeller und ein Flatter-
ventil berechnet. Zunichst werden die Testfdlle mit herkdmmlichen instationdren
Zeitschrittverfahren gelost. Die Ergebnisse werden gezielt auf das zeitliche Verhal-
ten der Stromung untersucht. Modalanalysen integraler Kennwerte und des Stro-
mungsfeldes werden durchgefiihrt. Es wird die Hypothese gepriift, ob wenige Har-
monische ausreichend sind auch komplexe Berechnungsfille abzubilden. Die Ana-
lysen tragen dazu bei, die Strukturen zeitlich aufgeloster Stromungen besser zu ver-
stehen.

Abschliefiend werden die angefiihrten Testfdlle mit der TSM berechnet und die Er-
gebnisse der TSM und der Zeitschrittverfahren gegeniibergestellt. Die Frage, ob eine
Rechenzeit- und eine Speicherreduzierung von TSM gegentiiber Zeitschrittverfahren
ausgewiesen werden kann, wird beantwortet. Zudem wird die Sensitivitdt der TSM
auf hohe Netz-Seitenverhiltnisse, hohe Frequenzen und eine hohe Anzahl an Har-
monischen bewertet. Die Potenziale und Einschrankungen der TSM werden aufge-
zeigt. Die Arbeit soll dazu beitragen, das Potenzial der TSM auch fiir inkompressible
Anwendungen zu erschliefien.

1.4 Aufbau der Arbeit

o Kapitel 2 gibt die stromungsmechanischen und numerischen Grundlagen wie-
der. Die Bilanzgleichungen fiir inkompressible Fluide werden dargelegt und
das Spalart-Allmaras-Modell als Schlieffung des Gleichungssystems erklart.
Anschlieffend werden die Diskretisierung des Rechengebiets und die Terme
der Erhaltungsgleichung erldutert. Druckbasierte Algorithmen werden einge-
fithrt und Randbedingungen erldutert.
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1.4 Aufbau der Arbeit

¢ In Kapitel 3 werden die zeitspektralen Methoden vorgestellt und die Gleich-
ungen basierend auf den Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet. Die Diskre-
tisierung der Netzfliisse durch bewegte Netze wird erkldrt und Randbedin-
gungen abgeleitet. Die Eigenschaften der zeitspektralen Methode werden an-
hand einer 1D-Advektionsgleichung mit diffusivem Term untersucht und den
herkdmmlichen Zeitschrittverfahren gegentibergestellt.

o Kapitel 4 stellt den Kern der Arbeit dar. Zundchst werden die Losungsver-
fahren fiir zeitspektrale Systeme basierend auf dichtebasierten Algorithmen
vorgestellt, bevor auf druckbasierte Algorithmen eingegangen wird. Weiter-
entwicklungen eines druckbasierten, zeitspektralen Losers werden im Detail
vorgestellt.

e In Kapitel 5 erfolgt eine erste Bewertung instationdrer Stromungen anhand
zweier Berechnungsfille. Herkdmmliche Zeitschrittverfahren werden hierbei
den zeitspektralen Verfahren gegeniibergestellt. Es erfolgt eine Validierung an-
hand einer Couette-Stromung. Anschlieflend werden die zeitspektralen Lo-
sungsstrategien in Speicheraufwand, Leistung und Stabilitdt verglichen.

e Zur Darstellung der Einsatzmoglichkeiten der zeitspektralen Loser werden in
Kapitel 6 komplexere Anwendungsfille untersucht. Um die zeitspektrale Me-
thode zu verifizieren und deren Leistungsfahigkeit zu bewerten, werden her-
kommliche Zeitschrittverfahren zur Berechnung verwendet und die auftreten-
den Moden analysiert. Es werden Stromungen um ein 2D-Profil, einen Propel-
ler und eine Ventilschwingung untersucht.

e Abschliefiend erfolgt in Kapitel 7 die Zusammenfassung der Arbeit und es
wird ein Ausblick auf mogliche Weiterentwicklungen gegeben.
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2 Stromungsmechanische
Grundlagen

In den nachfolgenden Abschnitten werden die Grundlagen fiir die stromungsme-
chanische Berechnung hergeleitet. Es werden die Erhaltungsgleichungen zur Be-
rechnung viskoser, inkompressibler Stromungen dargestellt. Aufierdem wird auf
die Modellierung der Turbulenz, vor allem auf den Ansatz der Reynoldschen-Mit-
telung eingegangen, bevor die Diskretisierung der einzelnen Terme der Navier-
Stokes-Gleichungen erldutert wird. Darauf folgend werden geeignete Randbedin-
gungen erkldrt, mit denen die Navier-Stokes-Gleichungen gelost werden. Da inkom-
pressible Stromungen im Vordergrund dieser Arbeit stehen, werden die speziellen
Verfahren zur Losung inkompressibler Gleichungssysteme erldutert.

2.1 Inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen

Inkompressible Fluide werden durch die Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Im-
puls beschrieben. Diese Gleichungen werden auch Navier-Stokes-Gleichungen ge-
nannt. Die Dichte p ist bei inkompressiblen Fluiden keine Funktion des Drucks, da-
her sind die Gleichungen nur nach vier Variablen, den Geschwindigkeitskomponen-
ten u = (uq, up, u3) und dem Druck p, zu 16sen. Die Geschwindigkeit und der Druck
sind Funktionen der Zeit t und der drei Ortskomponenten x = (x1, x3, x3). Die Sum-
me aus dem Volumenintegral [ der zeitlichen Ableitung der Erhaltungsgrofien W
und der Divergenz der transportierten Fliisse F bilden ein System integraler Erhal-
tungsgleichungen

oW
Srda+ [VEwWido—o, (2.1)

(@) (@)

_(p
W= (P“> ’ 22
_ pu

F= (p(u ®u) +pl— ZHS(“)> ’ 29
S(u) = % (Vut (vw)T), 2.4)
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2.2 Turbulenzmodellierung

wo I die Einheitsmatrix, u die dynamische Viskositdt und S der Deformationstensor
sind. Diese Formulierung gilt unter Annahme Newtonscher Fluide. Andere Mate-
rialgesetze werden im Rahmen dieser Arbeit nicht betrachtet. Bei unveranderlicher
Dichte entfillt die Zeitableitung der Dichte.

Die Erhaltungsgleichungen lassen sich in Integral- und Differentialform angeben.
Die Integralform gilt fiir ein endliches Kontrollvolumen () und die Differentialform
fiir ein infinitesimal kleines Volumenelement. Da die differentielle Form
oW

mathematisch anschaulicher ist, wird diese fiir die nachfolgenden Ausfiithrungen
genutzt. Bei den Gleichungen handelt sich um partielle, nichtlineare Differential-
gleichungen. Die Linearisierung, Diskretisierung und die Modellierung der kleinen
Skalen, um die Gleichungen numerisch zu 16sen, werden nachfolgend erklart.

2.2 Turbulenzmodellierung

Bei Uberschreitung eines kritischen Verhiltnisses von Trégheit- zu Zahigkeitskréf-
ten geht die geordnete, laminare Stromung in turbulente Stromung tiber. Diese Stro-
mung ist instationdr, dreidimensional und weist starke fluktuierende Geschwindig-
keitsfelder auf. Eine Bandbreite an unterschiedlichen Skalen, die miteinander wech-
selwirken, ist fiir diese Stromung charakteristisch. Eine direkte Beschreibung der
Turbulenz ist grundsatzlich durch die Navier-Stokes-Gleichungen gegeben. Eine
Vielzahl technischer Anwendungen sind turbulent. Die Notwendigkeit numerischer
Stromungssimulationen in der Praxis und die Vielfalt an Skalen innerhalb turbulen-
ter Stromungen fiihrten zur Entwicklung verschiedener Modelle zur Behandlung
von Turbulenz [56].

Die bekanntesten Ansidtze, um die Turbulenz zu modellieren, sind die Direkte Nu-
merische Simulation (DNS), die Large Eddy Simulation (LES) und die Reynolds-
Averaged Navier-Stokes (RANS). Ausfiihrliche Beschreibungen zu den Ansétzen
tinden sich in Pope [56]. Im Rahmen dieser Arbeit wird der RANS-Ansatz genutzt,
da er auch bei komplexen Industrieberechnungsfillen zu vertretbaren Rechenzeiten
fiihrt. Dieser Ansatz basiert auf den Gleichungen von Reynolds [58] aus dem Jah-
re 1894. Alle Stromungsfelder werden nach Reynolds in ihr statistisches Mittel und
eine stochastische turbulente Schwankung zerlegt.

Die Mittelung wird auf alle Gréfien der Kontinuitédts- und Impulsgleichungen an-
gewendet. Fiir die linearen Terme ergeben sich dhnliche Terme, wie in der Navier-
Stokes-Gleichung. Die Mittelung des konvektiven, nichtlinearen Terms fiihrt jedoch
zu einem zusitzlichen Term, den Reynolds-Spannungen.
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2 Stromungsmechanische Grundlagen

Durch die Mittelung sind mehr Unbekannte als Gleichungen vorhanden. Zur Schlie-
fung des Systems wurden Turbulenzmodelle entwickelt. Sie stellen eine Relation
zwischen den gemittelten Grofien und dem zuséitzlichen Term her. Im Laufe der Zeit
haben sich unterschiedlich komplexe Turbulenzmodelle entwickelt. Unter anderem
werden algebraische, Ein- bzw. Zweigleichungsmodelle und Reynolds-Spannungs-
modelle verwendet [56]. Im Rahmen dieser Arbeit wird das Spalart-Allmaras-Tur-
bulenzmodell verwendet, da es ein Standardmodell in der Industrie zur Berechnung
turbulenter Stromungen ist. Eine ndhere Vorstellung des Modells erfolgt im néchs-
ten Abschnitt.

2.2.1 Spalart-Allmaras-Turbulenzmodell

Das Spalart-Allmaras-Modell (SA) ist eines der bekanntesten Turbulenzmodelle. Ab
der Vorstellung des Modells im Jahre 1992 [67] wurden verschiedene Modifikatio-
nen zur Stabilisierung und Erweiterung entwickelt [3]. Obwohl die Komplexitit des
Modells im Vergleich zu Zweigleichungs- oder Reynolds-Spannungsmodellen ge-
ringer ist [56], ist es eines der weit verbreitetsten Modelle. Durch die Einfachheit der
Implementierung liefert das Modell auch fiir unstrukturierte Gitter gute Ergebnis-
se [6]. In den letzten Jahren ist das Interesse am SA-Modell vor allem im Bereich
der Turbomaschinenberechnung [25, 53] und der Flugzeugaerodynamik [48] gestie-
gen.

Das Modell basiert auf empirischer Herleitung und ist auf unterschiedliche Anwen-
dungsgebiete, wie beispielsweise freie Wandstromung, Strahl und Fliigelprofilstro-
mungen, erprobt und validiert worden [67]. Mit der Boussinesq-Approximierung
kann die Turbulenzvariable ¥ tiber die Transportgleichung

o7 . 5
5t V. (uv) = @iﬁl//
Produktionsterm
v 2 1 e \2
— Cul fw p” +E <V ((v+7)VT) + cpp (VD) ) (2.6)

-
Dissipation der Wirbelviskositét

beschrieben werden. Hierbei ist w der Abstand zur nichsten Wand und S die mo-
difizierte Wirbelstdrke. Der von Spalart und Allmaras vorgeschlagene zusitzliche
Senkenterm [3] zur Behandlung von Transition ist in der Gleichung vernachlassigt,
da nachfolgend nur vollturbulente Stromungen behandelt werden. Die Gleichung
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2.3 Behandlung des wandnahen Bereichs

besteht aus Termen zur Diffusion, Anti-Diffusion, Produktion und Dissipation der
Wirbelviskositit. Die einzelnen Terme ergeben sich iiber folgende Zusammenhéange

vt =TVfin, (2.7)
1%
~ v
S§=5+ WfVZI (2.9)
3
X
fur = (2.10)
X3+ 031
X
=1-——, 2.11
fv2 1+ val ( )
1/6
1+ 02)3
= WS , 2.12
fo=8 (86 + s -
§=r+cup(r®—r), (2.13)
i 1%
r = min (m, T’Zim) . (214)

Dabei sind die Konstanten fiir das SA-Modell

cpp = 0,1355, cjp = 0,622,

cp1 , 1+cp
Cul = F+

7 CZUZ — O/ 3/ Cw3 - 2/

Cy1 = 2, Cyp = 5,
k=041, c =2/3.

Als Randbedingungen zur Losung der turbulenten Transportgleichung wird fiir 7
an festen Wanden 7 = 0 und an Symmetrieebenen % = 0 gesetzt [3]. Zur Abschit-
zung der Turbulenz werden turbulente Viskositdt und molekulare Fluidviskositat
ins Verhdltnis gesetzt. Hier gelten fiir vollausgebildete Stromungen der Auflenae-
rodynamik * =~ 0,2 — 1,3 [3]. Fiir interne Stromungen ergeben sich héhere Ver-
héltnisse. Werte an den Randern konnen {iiber geeignete Korrelationen abgeschitzt
werden.

2.3 Behandlung des wandnahen Bereichs

Viskose Effekte treten vor allem im Bereich der Wand auf, daher ist hier gesondert
auf die Modellierung der Grenzschicht zu achten. Zwei Herangehensweisen haben
sich etabliert: Low-Re-Turbulenzmodelle und Wandfunktionen [64].
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2 Stromungsmechanische Grundlagen

In der Nédhe der Wand bildet sich eine turbulente Grenzschicht aus. Durch um-
fangreiche Untersuchungen, vor allem anhand der Couette-Stromung, wurde her-
ausgefunden, dass im wandnahen Bereich dhnliche Geschwindigkeitsverteilungen
bei dimensionsloser Darstellung auftreten. Diese Erkenntnisse sind in dem univer-
sellen Wandgesetz zusammengefasst [63]. Die Darstellung dieser Gesetzmaéfsigkei-
ten erfolgt mittels dimensionsloser Kenngrofien. Zur dimensionslosen Darstellung
wird die Wandschubspannung 7, bzw. die Wandschubspannungsgeschwindigkeit
u, eingefiihrt

P (2.15)

0

Charakteristisch fiir die Auflosung der wandnahen Grenzschicht sind der dimensi-
onslose Wandabstand y und die dimensionslose Geschwindigkeit u ™. Beide Kenn-
zahlen berechnen sich tiber

Ur
yt = Vy , (2.16)
S ui (2.17)

wobei y der Abstand des ersten Kontrollvolumens zur Wand, v die dynamische Vis-
kositdt und u die wandparallele Geschwindigkeit sind. Die Geschwindigkeitsvertei-
lung in Wandnéhe wird in drei Bereiche unterteilt:

e viskose Unterschicht: 0 < y* < 5,
e Ubergangsschicht: 5 < y < 70,
e Uberlappungsschicht: 70 < y ™.

Die exakten Gesetzmaéfiigkeiten der einzelnen Bereiche konnen Schlichting [63] ent-
nommen werden.

Bei Low-Re-Turbulenzmodellen wird die viskose Unterschicht durch eine entspre-
chende Vernetzung numerisch aufgelost. Dies erfordert bei hohen Re-Zahlen sehr
feine Randschichten. Fiir komplexe Geometrien kann die Aufldsung der viskosen
Untersicht in den Randzellen zu hohen Seitenverhéltnissen, auch als Aspect Ratios
(AR) bekannt, fithren. Neben dem Anstieg in Rechenzeit durch mehr Zellen fiihren
hohe AR zu herabgesetzten Konvergenzeigenschaften in den Verfahren zur Losung
der auftretenden linearen Gleichungssysteme [64].

Daneben konnen auch Wandfunktionen genutzt werden. Bei diesen wird ein funkti-
onaler Zusammenhang zwischen Stromungsgeschwindigkeit und Wandschubspan-
nung hergestellt, dadurch ergeben sich geringere Anforderungen an die Auflosung.
Im Rahmen dieser Arbeit wird das SA-Modell mit Wandfunktionen genutzt. Ein
Ansatz fur Wandfunktionen fiir das SA-Modell findet sich in [40].
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2.4 Losungsverfahren

2.4 Losungsverfahren

Nachdem die Gleichungen zur Berechnung inkompressibler, viskoser Strémungen
eingefiihrt wurden, wird das kontinuierliche Problem nun durch eine Diskretisie-
rung auf ein algebraisches Gleichungssystem zuriickgefiihrt. Die einzelnen Schritte
von dem nichtlinearen, partiellen Differentialgleichungssystem zu einem linearen
System werden nachfolgend erkldrt und orientieren sich an Ferziger und Peric [26].
Besonderes Augenmerk liegt dabei auf der Druck-Geschwindigkeitskopplung und
der Zeitdiskretisierung. Die Kopplung dient auch als Ausgangspunkt der zeitspek-
tralen Verfahren, die in Kapitel 3 vorgestellt werden.

2.4.1 Raumliche Diskretisierung

Zur Losung der Erhaltungsgleichung wird eine Finite-Volumen-Methode (FVM) ge-
nutzt. Das Berechnungsgebiet wird dazu in eine endliche Anzahl nicht iiberlappen-
der Kontrollvolumen (KV) zerlegt. Die KV fiillen den Lésungsraum komplett oh-
ne Uberlappungen aus und die Position des KV-Mittelpunkts ist iiber die Lage der
Rénder der KV festgelegt.

Ein beispielhaftes KV mit zwei benachbarten KV ist in Abbildung 2.1 dargestellt.
Der KV-Mittelpunkt C ist umschlossen von den hier sechs KV-Oberflichen. An-
grenzend findet sich die benachbarten KV N. Die Diskretisierung bei der FVM ist
unabhdngig von der Wahl der Elemente. Es werden u.a. Polyeder verwendet. Dies
erlaubt auch die Vernetzung und Berechnung komplexer Geometrien. Je nach Netz-
element unterscheidet sich die Anzahl der KV-Oberflachen, benachbarter KV und
Nachbarkanten.

ONZ'

Abbildung 2.1: Kontrollvolumen C getrennt durch KV-Rand mit den benachbarten
KV N
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2 Stromungsmechanische Grundlagen

Der Ausgangspunkt der FVM ist die integrale Form der Erhaltungsgleichungen.
Diese Gleichung wird nach dem Gaufischen Integralsatz umgeformt in

a—udQ + %(uu —2V,ffS) -ndl' = — / 1Vp dQ. (2.18)
T

5 F

ot
Q

Die konvektiven und diffusiven Terme werden dadurch von Volumen- in Oberfla-
chenintegrale transformiert. Da keine volumenspezifischen Quellterme im Rahmen
dieser Arbeit berticksichtigt werden, ist Gleichung 2.18 ohne Quellterme dargestellt.
Eine Netzbewegung wird zundchst ebenfalls in den Gleichungen vernachldssigt.
Die Gleichung muss auf jedem KV erfiillt sein. Zur numerischen Berechnung erfolgt
eine Diskretisierung der Gleichung auf KV-Ebene. Die Diskretisierung ist in mehrere
Schritte unterteilt. Im ersten Schritt werden die Volumen- und Oberfldchenintegrale
durch bekannte Werte im KV approximiert.

Fiir eine generische Grofie ¢ ist die Approximierung der Integrale mit

/ $dQ ~ G AQ (2.19)
Q

gegeben. Das Volumenintegral [, wird iiber den Variablenwert ¢. im KV-Mittel-
punkt multipliziert mit dem finiten Volumen AQ). approximiert. Das Oberflachen-
integral kann mit

§ ¢ar = g,ar (2.20)
Ts

approximiert werden. Dabei ist ¢ der Variablenwert auf der KV-Oberfliche multi-
pliziert mit der Flachennormalen AT r der KV-Oberfldche f.

Die Ermittlung des Konvektions- und Diffusionsterms erfordern geeignete Berech-
nungsvorschriften. Die Genauigkeit und der Aufwand dieser Verfahren sind abhéan-
gig von der Lage und der Anzahl der Stiitzstellen, die fiir die Interpolation genutzt
werden.

Zuerst wird die Approximierung der konvektiven Flussterme betrachtet. Zur Inte-
gration der KV-Oberflachen wird u.a. die Mittelpunkts-, die Trapez- oder die Simp-
sonsche-Regel genutzt. Nach der Mittelpunktsregel ergeben sich die konvektiven
Fliisse zu

Ff xomp. = / pu-ndl' ~ [pul, AT}, (2.21)
Ty

wo u;, die Normalenkomponente des Geschwindigkeitsvektors u; an Stelle f ist.
Die Indices i, j stehen fiir die jeweiligen Geschwindigkeitskomponente.
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2.4 Losungsverfahren

Die Approximation des diffusiven Terms erfolgt auch tiber die oben genannten nu-
merischen Integrationsverfahren. Mit der Mittelpunktsregel resultiert der diffusive
Term in

d
szff —/Vg ndFNU(af) fAl"f (222)

AnschliefSend werden die Gradienten auf den KV-Oberflachen benétigt. Die Berech-
nung der Grofien erfolgt tiber Diskretisierungsansatze. Fiir die konvektiven und dif-
fusiven Fliisse werden neben den Variablen selbst auch deren Ableitungen benétigt.
Zur Approximation der Werte sind aus der Literatur unterschiedliche Verfahren be-
kannt [26, 54]. Der Konvektionsterm wird z.B. mit dem Stromaufwairts-, zentralen
Differenzen-, QUICK- oder vanLeer-Verfahren angendhert. Im Rahmen dieser Ar-
beit wird ein Stromaufwaérts-Verfahren zweiter Ordnung genutzt.

2.4.2 Zeitliche Diskretisierung

Bei instationdren Stromungen muss neben der raumlichen Diskretisierung auch die
zeitliche Ableitung approximiert werden. Bei inkompressiblen Stromungen ist die
Dichte unverdnderlich. Die zeitliche Ableitung der Dichte ist daher Null. Zunéchst
erfolgt wieder eine Approximation des integralen Ausdrucks mit bekannten Werten.
Die Zeitableitung wird durch die Werte im Mittelpunkt des KV angendhert und mit
dem Volumen des KV AQ); multipliziert

/ Wiy~ (%) AQ.. (2.23)
ot ).

Fiir die Diskretisierung der Zeitableitung % konnen unterschiedliche Zeitschritt-
verfahren verwendet werden. Um instationdre Systeme zu berechnen, wird die Zeit
schrittweise vorangetrieben. Dazu wird jeder Term der Erhaltungsgleichung tiber
eine Zeitschrittweite At integriert und so die Losung zu der Zeit #**! bestimmt. Der
Exponent n steht dabei fiir den jeweiligen Zeitschritt. Nach der Zeit wird also begin-
nend von den Anfangsbedingungen in Schritten der Grofsenordnung At vorwarts
gelost.

Als Diskretisierungsansétze fiir die Zeitableitung werden Verfahren erster, zweiter
oder hoherer Ordnung verwendet. Es wird unterschieden zwischen impliziten und
expliziten Verfahren. Ein implizites Verfahren erster Ordnung ist tiber

ulth = AtR; (ultY) + uf (2.24)

1
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2 Stromungsmechanische Grundlagen

und ein Verfahren zweiter Ordnung tiber

W = AR () 4 S ! (2.25)
gegeben, wo der Operator R die Ortlichen Diskretisierungen der anderen Terme
der Erhaltungsgleichung darstellt. Der hochgestellte Index 1 kennzeichnet den Zeit-
schritt und der tiefgestellte Index i die Geschwindigkeitskomponente. Beim Verfah-
ren erster Ordnung in Gleichung 2.24, auch bekannt als Euler-Verfahren, wird die
Zeit an zwei Stiitzstellen (1, n + 1) angendhert, wihrend bei dem Verfahren zwei-
ter Ordnung in Gleichung 2.25 drei Stiitzstellen (n + 1,1, n — 1) verwendet werden.
Es ist ersichtlich, dass mit hoherer Ordnung des Zeitdiskretisierungsverfahrens der
Speicheraufwand steigt, da mehr zeitliche Stiitzstellen im Speicher verbleiben, um
den neuen Zeitschritt zu berechnen.

Innerhalb dieser Arbeit werden nur implizite Zeitschrittverfahren verwendet. Ex-
plizite Verfahren sind im Allgemeinen instabiler als implizite Verfahren, da die Zeit-
schrittweite durch die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL) beschrénkt ist.
Der Zeitschritt wird in Abhdngigkeit der Netzauflosung Ax und der Geschwindig-
keit u zu

u- At

CFL =
Ax

<1 (2.26)

gesetzt. Das explizite Euler-Verfahren ist nur stabil fiir CFL < 1, wéahrend das im-
plizite Euler-Verfahren auch CFL > 1 erlaubt. Bei dem expliziten Euler-Verfahren
reduziert sich daher der Zeitschritt mit zunehmender Geschwindigkeit und feine-
ren Netzen.

Die Rate des Fehlers ist abhdngig von der Ordnung des Diskretisierungsverfahren.
Die Fehlerrate des Euler-Verfahrens ist proportional zu At, wahrend die Fehlerra-
te eines Diskretisierungsverfahrens zweiter Ordnung proportional zu At? ist. Der
Fehler eines Verfahrens zweiter Ordnung reduziert sich damit schneller als der Feh-
ler des Euler-Verfahrens. Die Wahl des Zeitschrittes ist Problem abhédngig zu wihlen
und fiir jeden Berechnungsfall die zeitlichen Fehler bei unterschiedlicher Zeitschritt-
weite zu priifen.

2.4.3 Das algebraische Gleichungssystem
Nachdem alle raumlichen und zeitlichen Diskretisierungsansétze vorgestellt wur-
den, wird nun auf das algebraische Gleichungssystem eingegangen.

Da der Konvektionsterm nichtlinear ist, fithrt eine direkte Diskretisierung dieses
Terms zu einem quadratischen Gleichungssystem. Der nichtlineare Term wird da-
her tiber die Picard-Iteration linearisiert. Das bedeutet, dass der Massenfluss tiber
die KV-Oberfldche als bekannt angenommen wird. Der konvektive Term innerhalb
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2.4 Losungsverfahren

des Defektkorrekturschrittes ergibt sich aus dem Massenfluss des alten Iterations-
schrittes und der noch unbekannten Geschwindigkeit im KV-Mittelpunkt zu

[1; o AT fu] B [umAFk 1 ff, (2.27)

hierbei kennzeichnen die Indices i, j die Geschwindigkeitskomponente, n die Nor-
malenkomponente der Geschwindigkeit, f die KV-Oberflache und k den Iterations-
schritt.

Bei stationdren Problemen ist der Einﬂuss durch die Linearisierung vernachléssig-

bar, da die Abweichung von [u; ,AT|%u Ui f [uilnAl"]ii ! ;‘ s bei Konvergenz gegen

Null geht. Bei instationdren Rechnungen muss die Abweichung in jedem Zeitschritt
ein zuvor definiertes Residuum erreichen. Die zuséatzlichen Schleifen innerhalb ei-
nes instationdren Rechenlaufs tiber den konvektiven Term werden als Defektkorrek-
turschleifen bezeichnet. Es ergibt sich daraus bei einem Zeitschritt n Iterationsvor-
schrift 2.1.

//Zeitschrittschleife 1
for n =1, ..., N do 2
//Druckkorrektur -Iteration 3
for k =1,...,K do 4

Lose Impulsgleichung 5

Lose Druckkorrekturgleichung 6

| if ([u,nAF]f i [umAF]ji 1u;‘f < Toleranz) Stop 7
end for 8

end for 9

Programm 2.1: Iterationsvorschrift instationdrer Rechnungen

Durch diese Linearisierung resultiert ein lineares, algebraisches Gleichungssystem.
Die Anzahl der Unbekannten skaliert mit 4 x KVs. Die Bilanzgleichungen mdis-
sen fiir jedes KV erfiillt sein. Die Variablenwerte werden durch die Werte im KV-
Mittelpunkt bzw. auf den KV-Oberflachen angendhert und mit den Variablenwer-
ten der benachbarten KV in Beziehung gesetzt. Fiir jedes KV c ergibt sich daher eine
Einzelbilanz. Alle Einzelbilanzen werden in ein Gesamtsystem der Form

Acuc + ZAlul = Q. (2.28)
l

sortiert, wo A, die Diagonaleintridge der Losungsmatrix, A; die Nebendiagonalein-
trage und Q. die Quellterme bezeichnet. Die Diagonaleintrdge stammen z.B. aus
der zeitlichen Ableitung. Die Nebendiagonalterme resultieren aus den Termen, wo
Anteile benachbarter KV enthalten sind. Die Sortierung der Matrix orientiert sich an
der Netztopologie. Die Koeffizientenmatrix A hat die Gro8e [m x m], wobei m die
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Anzahl an KV angibt. Durch die Approximation der Gradienten tiber die nidchsten
Nachbarn weist die Matrix eine diinnbesetzte Struktur der Form

Ay Ap 0 0 - Uy Q1
Ay A Ay 0 up Q2
0 Az Ass ous | =] Qs (2.29)
Amm Um Qm
[\ ~ A SEEER——— | S ——
A u Q

auf. Dieses lineare System kann mit Hilfe numerischer Verfahren effizient gelost
werden.

2.4.4 Unterrelaxation

Zur Losung des linearen Gleichungssystems 2.29 wird Unterrelaxation verwendet.
Diese beschrinkt die Anderung einer Variable {iber die Iterationsschritte und tragt
damit zur Stabilisierung und Verbesserung der Konvergenzeigenschaften bei [26].
Unterrelaxation wird z.B. zum Losen der Impulsgleichung verwendet.

Bei impliziter Unterrelaxation werden die Diagonalkoeffizienten der Matrix mit ei-
nem konstanten Faktor % multipliziert. Dieser Faktor liegt zwischen den Grenzen
0 < a < 1. Der Quellterm aus der Unterrelaxation und der neue Eintrag in der
Diagonalen ergeben sich nach

Kok . L akuk - k1 k1
Acuc = EACuC - TAC u. -, (230)
N\ — s N ~ s
Diagonalkoeffizient Quellterm
Al ~ A 1451 pei K
U, ~ A. "u. ~ bei Konvergenz. (2.31)

Der Index k bezeichnet den Iterationsschritt. In den Nebendiagonaleintrégen tritt
keine Anderung durch die Unterrelaxation auf [54].

Implizite Unterrelaxation steigert die diagonale Dominanz der Losungsmatrix. Die
Auswahl des Parameters « und die Abstimmung der einzelnen Faktoren zueinan-
der ist problemspezifisch durchzufiihren. Die Grofie des erforderlichen Unterrela-
xationsfaktors hdngt u.a. von der Netzfeinheit, dem linearen Loser und den Diskre-
tisierungsschemata ab [62].
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2.5 Druck-Geschwindigkeitskopplung

2.5 Druck-Geschwindigkeitskopplung

Nun wird auf die Losung der Impuls- und Kontinuititsgleichung eingegangen. Bei
kompressiblen Fluiden wird der Druck tiber Dichte und Temperatur mit Hilfe ei-
ner Zustandsgleichung berechnet. Dieser Zusammenhang ist bei inkompressiblen
Fluiden durch die Impulsbilanz nicht gegeben. Zur Berechnung des Druckes bei in-
kompressiblen Stromungen wurden spezielle Verfahren entwickelt. Diese Verfahren
sind auch als Druckkorrektur- oder Projektionsmethoden bekannt.

Bei Druckkorrekturverfahren wird zundchst mittels eines geschitzten Druckfeldes
ein Geschwindigkeitsfeld aus den Impulsgleichungen bestimmt. Anschliefsend wird
der Druck tiber eine Druckkorrekturgleichung berechnet. Bei dieser Art Verfahren
handelt es sich um ein sequentielles Verfahren. Nach dem Druck und den einzel-
nen Geschwindigkeitskomponenten wird entkoppelt gelost. Eine Gleichung fiir die
Druckkorrektur wird aus der Kontinuitdts- und Impulsgleichung abgeleitet. Aus
der Divergenz der Impulsgleichung und dem Einsetzen der Massengleichung re-
sultiert eine Poisson-Gleichung fiir die Druckkorrektur p’

—%Ap’ =V (u-V)u. (2.32)

Da die Dichte und Viskositidt konstant sind, sind keine viskosen und instationdren
Terme in der Druckkorrektur enthalten.

Die Stromungsgleichungen konnen nun durch einen iterativen Prozess zwischen
Geschwindigkeits- und Druckfeld gelost werden. Im Rahmen dieser Arbeit wird die
Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations (SIMPLE) von Patankar [54]
genutzt. Die Herleitung der Gleichungen orientiert sich dabei an Ferziger [26].

2.5.1 Das SIMPLE-Verfahren

Das SIMPLE-Verfahren ist zur Berechnung inkompressibler Stromungen entwickelt
worden. Das Druckkorrektur-Verfahren ist in zwei Teilschritte zerlegt. Im ersten
Schritt, dem Prediktorschritt, wird ein Geschwindigkeitsfeld uk* auf Basis des al-

ten Druckfeldes p*~1* {iber die Impulsgleichung
ou’* - o ke _ vy k—1x
Y (- V)u™ = V. (uVu™) = -Vp (2.33)

berechnet. Im zweiten Schritt, dem Korrektor-Schritt, wird nach der Druckkorrektur
K
p" tber

—%Apk/ = V- (u** . V)ut* (2.34)
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gelost und anschlieffend die Geschwindigkeit mit Hilfe des Druckterms pk/ korri-
giert.

Um innerhalb des SIMPLE-Verfahrens nach den Variablen entkoppelt zu 16sen, sind
bestimmte Vereinfachungen getroffen worden. Nachfolgend wird daher der Ablauf
detailliert skizziert. Bei dem SIMPLE-Verfahren wird nicht direkt nach den Feldern
gelost, sondern zundchst Schatzwerte berechnet. Die Geschwindigkeitsschiatzung
wird durch das Druckkorrekturfeld im zweiten Schritt angepasst. Das Geschwindig-
keits- und Druckfeld werden als Summe eines geschétzten Wertes ()* und einer
Korrektur ()’ dargestellt

uf = u** 4+ u¥, (2.35)

pk _ pkq* + pk’, (2.36)

wo der Index k die Iteration angibt, an der die Variable berechnet wurde.

Die Impuls- und Druckkorrekturgleichung sind in den Eintrdgen der linearen Lo-
sungsmatrix A zu sehen. Im Prediktorschritt wird die Anderung im Druck Vp*—1*
als Quellterm auf der rechten Seite des linearen Losungssystems eingebracht. Die
Losungsmatrix setzt sich zusammen aus diagonalen Eintrdgen (). und den nicht-
diagonalen Eintrdgen ();. Die Diagonalwerte stammen aus Diskretisierungswerten
am jeweiligen KV. Die Nebendiagonalwerte ergeben sich aus der Diskretisierung
der Fliisse. Die Anteile der Diskretisierung aus einem alten Iterationsschritt sind in
dem Quellterm Q auf der rechten Seite des linearen Gleichungssystems enthalten.
Dazu gehoren die Anteile der Fliisse aus der Picard-Linearisierung. Das System im
Prediktor-Schritt in semi-diskretisierter Form ergibt sich tiber

k. k } : k. k k-1 k—1
—— ; —_— N —
Hauptdiagonaleintrdge —_——— Quellterm Druckgradient

Nebendiagonaleintrage

Durch Losung der Gleichung 2.37 nach u** ergibt sich eine erste Schitzung fiir das
Geschwindigkeitsfeld. Das berechnete Geschwindigkeitsfeld erfiillt noch nicht die
Kontinuitdtsgleichung, da es durch Verwendung des Druckfeldes aus der alten Ite-
ration zu einem Massendefekt kommt.

Die Gleichung fiir die Druckkorrektur ergibt sich aus der Betrachtung der Impuls-
gleichung bei bekannten Druck- und Geschwindigkeitsfeld zur Iteration k

Afuf + Y Afuf = Q(uF 1) — Vpt. (2.38)
1
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2.5 Druck-Geschwindigkeitskopplung

Aus der Subtraktion von Gleichung 2.38 und Gleichung 2.37 resultiert ein Ausdruck

tir die Geschwindigkeitskorrektur uf’
ko K
K Zl Al u, 1 ( K
u = ———F———(Vp ) (2.39)
: i/ AICC i
i’

Die Kontinuititsgleichung fiir Schatzwert und Korrektur hat die Form
V- (puf) + V- (pu¥) = 0. (2.40)

Die Divergenz von dem geschitzten Geschwindigkeitsfeld und der Geschwindig-
keitskorrekur miissen dabei Null ergeben. Durch Einsetzen von Gleichung 2.39 in
die Kontinuitédtsgleichung resultiert eine Gleichung fiir die Druckkorrektur

V. (ou*) = Yohptt] + V- (Ai,gwpc’)) . (2.41)

Da das Feld ﬁ’(f/ nicht bekannt ist, wird es vernachléssigt [26]. AnschliefSend wird
die Geschwindigkeit nach Gleichung 2.35 korrigiert. Die Kontinuitdtsbedingung ist
nicht mehr verletzt. Es ergibt sich allerdings ein Fehler in der Impulsgleichung. Da-
her wird eine neue Iterationsschleife mit den korrigierten Feldern gestartet. Diese
Berechnungsschleife wird durchgefiihrt, bis der Fehler in der Kontinuitéts- und Im-
pulsgleichung ein vorgegebenes Residuum unterschritten hat.

Abschliefiend sind noch einmal die einzelnen Berechnungsschritte im Druckkorrek-
tur-Algorithmus zusammengefasst:

1. Prediktor-Schritt

a) Druckfeld aus vorhergehender Iteration wird als Anfangsschatzer p*—1*
genutzt

b) Aufstellen und Berechnung eines geschétzten Geschwindigkeitsfeldes u**
nach Gleichung 2.37

2. Korrektor-Schritt

a) Aufstellen und Losen der Poisson-Gleichung um Druckkorrektur p* zu
berechnen nach Gleichung 2.41

b) Korrektur des Geschwindigkeitsfeldes nach Gleichung 2.35 und 2.39

c) das korrigierte Druckfeld p¥ und der Druckschitzer p¥~1* werden zum

neuen Druckfeld p* und fiir den néchsten Iterationsschritt als Schatzwert
genutzt

3. Weitere Schritte
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2 Stromungsmechanische Grundlagen

a) Berechnung anderer Transportgrofien, z.B. Turbulenzgrofien

b) Gehe zu 1) und wiederhole Iterationsschritte bis vorgegebenes Toleranz-
kriterium unterschritten wird

Dieser Algorithmus ist unter der Bezeichnung SIMPLE bekannt. Innerhalb der Fa-
milie der Simple-artigen Verfahren gibt es verschiedene Anpassungen des Algorith-
mus, um ein stabileres Verhalten und eine schnellere Konvergenz zu erzielen. Die
bekanntesten Adaptionen sind z.B. SIMPLER, SIMPLEC und SIMPLEX. Fiir aus-
fithrliche Informationen zu den Adaptionen und den jeweiligen Vor- und Nachtei-
len sei auf Zeng und Tao [73] verwiesen.

Abschlieflend wird noch auf die Besonderheiten von Druckkorrektur-Verfahren in
Zusammenhang mit instationdren Stromungen eingegangen. Bei der Losung in-
stationdrer Probleme werden die eigentlichen physikalischen Zeitschritte als duf3e-
re Iterationen bezeichnet. Innerhalb jeder dufieren Iteration finden mehrere Schlei-
fen tiber den Prediktor- und den Korrektor-Schritt statt. Innerhalb der Prediktor-
bzw. Korrektorschleife werden die Impuls- bzw. Poisson-Gleichung mit Hilfe eines
linearen Losers gelost. Insgesamt ergeben sich daher bei instationdren Rechnungen
drei Schleifen: die duflere Schleife, in der der physikalische Zeitschritt iteriert wird,
die Prediktor-Korrektor-Schleife zur Losung der Druck-Geschwindigkeitskopplung
und die Schleife der linearen Loser jeweils fiir die Impuls- und Druckkorrekturglei-
chung.

Der physikalische Zeitschritt der dufieren Schleife ist abhdngig von der Komple-
xitdt des Berechnungsfalls und der Diskretisierung der Zeitableitung. Die Anzahl
der Prediktor-Korrektor-Schleifen richtet sich nach der geforderten Genauigkeit pro
Zeitschritt. Bei hoheren Genauigkeitsanforderungen sind mehr Iterationen notwen-
dig. Die Erhohung der Iterationen geht zu Lasten der Rechenzeit. Die Anzahl der
Prediktor-Korrektor-Schritte wird iiber eine zuvor definierte Toleranz gesteuert. Die
Schleifen werden abgebrochen, wenn z.B. das Residuum von Druck- und Geschwin-
digkeitsfeld des alten und des neuen Iterationsschrittes unterhalb eines Wertes von
le—6 liegen. Die Anzahl der Schleifen der linearen Loser ist abhdngig vom Loser
und der gewdhlten Toleranz des Losers. Zur Losung der Poisson-Gleichung wird
innerhalb dieser Arbeit ein Multigrid-Loser mit Toleranz 1e—6 gewahlt. Die Impuls-
gleichungen werden {iiber einen Gauf3-Seidel-Loser bis zu einer Toleranz von 1le—6
gelost.

Anschaulich ist der Losungsablauf bei instationdren Problemen in Abbildung 2.2 il-
lustriert. Zur Zeit t; werden zwei Prediktor-Korrektor-Schritte durchgefiihrt. Inner-
halb des Prediktorschrittes, gekennzeichnet mit einem griinen P, findet eine lineare
Loser-Schleife statt. In dem Korrektorschritt, hier tiber ein griines K gekennzeichnet,
findet ebenfalls eine lineare Loserschleife statt. Nachdem alle Prediktor-Korrektor-
Schritte abgeschlossen sind, wird nach zusitzlichen Transportgrofien, z.B. Turbu-
lenz, geldst. Zu jedem Zeitschritt werden die Impuls- und Poisson-Gleichung mehr-
fach gelost, die Transportgleichungen jedoch nur einmal. Anschliefsend schreitet
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die physikalische Zeit um die Zeitschrittweite At = ¢, — t; voran. Erneut werden
Prediktor-Korrektor- und lineare Loser-Schleifen durchgefiihrt.

Rechenzeit
K =
N pe=r

Lineare Losers [ av—o
Schleifen ND ax=e g,

Simulationszeit

Abbildung 2.2: Iterativer Ablauf von Zeitschrittverfahren innerhalb eines
Druckkorrektur-Verfahrens

2.6 Randbedingungen

Nachdem nun alle Gleichungen und Diskretisierungen skizziert wurden, miissen
Randbedingungen gesetzt werden.

Randbedingungen werden getrennt in Neumann, Dirichlet und gemischte Randbe-
dingungen. Bei Dirichlet-Randbedingungen ist direkt der Wert der Variable ¢ auf
dem spezifischen Rand vorgegeben, wihrend bei Neumann-Randbedingungen der
Gradient der Variable in Normalenrichtung der Wand gegeben ist. Bei gemischten
Randbedingungen handelt es sich um eine Kombination von Neumann und Dirich-
let [26].

e Neumann-Randbedingungen

I\ _
2 = Fx) 242)

e Dirichlet-Randbedingungen:
p(x, t) = f(x,t) (2.43)
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Das Stromungsgebiet weist meist einen Einstrom- und Ausstromrand und Wénde
auf. Typische Randbedingungen fiir den Einstromrand sind

u(x, t) = ug, (2.44)
op(xt) _
S =0, (2.45)

Das Fluid stromt mit einer festen oder auch zeitlich-verdnderlichen Geschwindig-
keit tiber den Einstromrand ein. Der Druckgradient in Normalenrichtung des Ein-
stromrandes ist zu Null gesetzt. Am Austromrand wird meist ein fester Druck und
ein Geschwindigkeitsgradient angegeben

Ju(x,t)
o =0, (2.46)
p(x,t) = po. (2.47)

Bei turbulenten Stromungen werden zusitzlich zur Geschwindigkeit auch die Tur-
bulenzgrofien am Einstromrand gesetzt. Je nach Turbulenzmodell sind unterschied-
liche Turbulenzvariablen zu setzen. Bei dem SA-Modell erfolgt eine Abschédtzung
der turbulenten Viskositat {iber das Verhéltnis von Wirbelviskositdt zu molekularer
Viskositét.

Da an festen Wanden die Haftbedingung gilt, ist die Geschwindigkeit an der Wand
Null. Der Druck wird iiber eine Null-Gradienten-Randbedingung berechnet

u=0, (2.48)

o (2.49)
Feste Wande werden aufierdem als hydraulisch glatt angenommen, sodass keine zu-
sdtzlichen Gleichungen zur Modellierung der Rauigkeit eingebunden werden midis-
sen. Bei Berechnungen mit bewegten Wanden werden die Geschwindigkeiten an
den bewegten Rindern aus den Netzfliissen berechnet. Die Turbulenz an der Wand
wird wie in Abschnitt 2.3 beschrieben entweder tiber Low-Re-Modelle oder Wand-
funktionen abgebildet.
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3 Modellierung zeitlich periodischer
Systeme

In diesem Kapitel werden zeitspektrale Methoden vorgestellt. Nach einer kurzen
Einfiihrung zum Thema werden die Time Linearized Frequency Domain Method
und die Time Spectral Method erldutert. Ausgehend von den semidiskretisierten,
instationdren Navier-Stokes-Gleichungen werden die zeitspektralen Gleichungen
hergeleitet. Im Rahmen dieser Arbeit wird die nichtlineare zeitspektrale Methode
gewdhlt. Fiir diese Methode wird auch die ALE-Formulierung erklart. Das Kapi-
tel schliefst ab mit einer Untersuchung der Unterschiede zwischen dem gewé&hlten
zeitspektralen Verfahren und dem instationdren Zeitschrittverfahren.

3.1 Lineare und nichtlineare zeitspektrale Verfahren

3.1.1 Time Linearized Frequency Domain Method

Zur instationdren Berechnung von Turbomaschinenstromungen wird neben den be-
kannten Zeitschrittverfahren auch die Time Linearized Frequency Domain Method
(TLFDM), auch bekannt als Linearized Frequency Domain Method (LFD), verwen-
det. Dabei handelt es sich um einen linearisierten Ansatz in der Zeit. Die ersten Ar-
beiten zur Linearisierung instationdrer Stromungen sind auf Whitehead [71] zurtick-
zufiihren. Gegenstand der Arbeit war die Analyse einer Plattenstromung. Die Stro-
mung ist dabei unterteilt in einen stationdren Anteil und eine Storungsgleichung.
Die Losung erfolgt semi-analytisch.

Voraussetzung fiir die Nutzung der Methode sind zeitlich periodische Stromun-
gen, wo die Amplitude der Storung im Vergleich zur stationdren Hauptstromung
klein ist. Aufierdem sollte kein Energieaustausch zwischen einzelnen Moden auf-
treten. Die Methode wird unter anderem zur Berechnung von Flattern, erzwun-
genen Schwingungen und bei Fliigelprofilen genutzt und ist bei geringen Mach-
Zahlen und kleinen Anstromwinkeln auch fiir die Berechnung der Widerstandsko-
effizienten eines Gesamtflugzeuges geeignet [20]. Bei der TLFDM werden die Stro-
mungsgrolen W(t,x) in einen stationdren Anteil W(x) und eine iiberlagerte Sto-
rung W(x)e"27f* zerlegt. Die Storung wird als verkiirztes zeitliches Fourier-Poly-
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3 Modellierung zeitlich periodischer Systeme

nom mit nur einer Grundfrequenz f approximiert. Die Stromungsgrofien ergeben
sich daher zu

W(t) = W + Wel27tft) (3.1)
die Netzposition x und die Netzgeschwindigkeit unet, werden analog zerlegt in

x(t) = % 4 &e">1, (32)

X(t) 1= tnets = Oneze" ", (3.3)

wo i die imagindre Einheit angibt und n die Anzahl an Harmonischen. Die Netzge-
schwindigkeit hat keinen stationdren Anteil. Fiir die TLFDM werden nur die nullte
(n = 0) und erste Ordnung (n = 1) betrachtet.

Es wird angenommen, dass die Storungen im Vergleich zur stationdren Stromung
gering sind. Ausgehend von der semidiskretisierten Form der Erhaltungsgleichung

oW
wo der Residuenterm mit R(W, x,x) gegeben ist, werden die Terme nullter und
erster Ordnung gesammelt. Die Terme nullter Ordnung ergeben die stationdren
Navier-Stokes-Gleichungen. Uber den Zusammenhang finet, = in27fX resultieren
die Terme erster Ordnung in einem System

<127TfIV + aR) w— R IR

W o X 27TfauNeth. (3.5)

JR

Es wird angenommen, dass die Volumen V' der KV in der Zeit konstant sind. Bei

handelt es sich um die stationare Jacobi-Matrix.

Durch Abbruch der Fourier-Polynome nach dem ersten Grad ergibt sich ein komple-
xes Gleichungssystem. Dieses muss nur fiir die Fourier-Koeffizienten nullter (n = 0)
und erster (n = 1) Ordnung gelost werden. Es wird entweder direkt mit komple-
xer Arithmetik gerechnet oder die Losung erfolgt tiber ein gekoppeltes System. Bei
Aufspaltung von Real- und Imaginarteil W = Wy, + iW},, entsteht ein blockgekop-
peltes System

0
2l ( e ) - S’féxRe 2 a“é“etz , (36)
n2n f1V W Wi — 5 Xim — anauNetZ Re

wo I die Einheitsmatrix, Re und Im die Real- bzw. Imaginérteile und a_v% die Jacobi-
Matrix sind. Die TLFDM bietet einige Vorteile zu den herkémmlichen Zeitschritt-
verfahren. Es konnen stationdre Methoden wie Multigrid und lokale Zeitschritte zur
Beschleunigung des Losungsverfahrens verwendet werden [23]. Die Linearisierung
in der Zeit ist jedoch auch mit Einschrankungen verbunden, so konnen Effekte wie
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3.1 Lineare und nichtlineare zeitspektrale Verfahren

Sekundéarstromungen und stdrkere Verdichtungsstofse nicht ohne weiteres abgebil-
det werden [33], da hier hohere Frequenzanteile auftreten.

3.1.2 Time Spectral Method

Die Beschrankung der TLFDM auf lineare Effekte fiihrte zur Entwicklung der Har-
monic Balance Method (HBM) von Hall, Thomas und Clark [32] und deren Wei-
terentwicklung zur Time Spectral Method (TSM) durch McMullen [47] und Gopi-
nath [29]. Bei diesen Verfahren werden die instationdren Gleichungen durch Fourier-
Transformation in ein System periodischer, gekoppelter Gleichungen tiberfiihrt. Die
Kopplung erfolgt durch einen zeitspektralen Operator. Wahrend der zeitspektrale
Operator bei der HBM aus den Transformationsmatrizen besteht, wird im Rahmen
der TSM eine explizite Formel hergeleitet.

Nachfolgend werden die Gleichungen der TSM erldutert. Die Herleitung orientiert
sich an Mundis und Mavriplis [51] und startet auf Basis der semidiskretisierten
Navier-Stokes-Gleichungen 3.4. Fiir die Herleitung wird angenommen, dass die KV
tiber der Zeit konstant sind. Die Betrachtung fiir instationdre Netze erfolgt in Ab-
schnitt 3.2.

Zeitliche Periodizitat setzt voraus, dass sich die Werte der Stromungsvariablen nach
einer festen Periodendauer T wiederholen

W(xl,X2, X3, t) = W(xl,X2, x3,t+ T) (37)

Bei Turbomaschinen ergibt sich beispielsweise die Periodendauer zu T = %, wobei
f die Frequenz der Maschine ist.

Die Fouriertransformierten der Stromungsgrofien und des Residuenterms sind ge-
geben mit

1 2N

W, — W, o im2mfnit )
m=ON 11 n;() n€ , (3.8)
b, 1 & im27 fnt
Ry = Ryue™ , 9
m= ON 1 nZ%) n€ (3.9)

wo m die Wellenzahl bezeichnet. Jede Wellenzahl korrespondiert mit einer Frequenz
fm = mf. Die Kollokationspunkte werden mit n gekennzeichnet. Die Grundfre-
quenz des Problems ist durch f gegeben. Es werden mehrere Vielfache der Grund-
frequenz aufgelost. Diese Vielfachen werden auch als Harmonische N bezeichnet.
McMullen [47] fiihrt an, dass die meisten Stromungen mit einer geringen Anzahl
Harmonischer abgebildet werden konnen. Daraus folgt, dass die Fourier-Reihe als
zeitliche Ansatzfunktion der Stromungsgrofien nach N Frequenzen abgebrochen
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3 Modellierung zeitlich periodischer Systeme

werden kann. Dies entspricht 2N + 1 Kollokationspunkten im Zeitraum. Die Riick-
transformation erfolgt analog

N .

W,= Y Wy, (3.10)
N o

Ry= Y Rye™mmal (3.11)

wobei die Stromungsgrofien und Residuenterme an 2N + 1 Kollokationspunkten
berechnet werden. In den Gleichungen ist At = ﬁ die Lange eines Zeitschrit-
tes. In Matrixschreibweise wird die Transformation in den Frequenzraum {iber die
Matrix & und die Riicktransformation in den Zeitraum iiber £ ! dargestellt

W, =W, und W, = ¢ 'W,,. (3.12)

Die Beziehungen 3.10 und 3.11 werden in die semidiskretisierten Gleichungen 3.4
eingesetzt. Das System

N .
Y (im2mfn VW, + Ry (W) e mA = 0 (3.13)
m=—N

bildet eine orthogonale Basis, daher muss fiir jede Frequenz f,,;, die Gleichung
27T fun VW, + Ry (W) = 0 (3.14)

erfiillt sein.

Die Losung der Gleichungssysteme 3.14 ist mit hohem numerischen Aufwand ver-
bunden, da eine Multiplikation im Zeitraum zu einer Faltung im Frequenzraum
transformiert wird. Die Berechnung des Residuenterms im Frequenzraum fiihrt da-
her zu einer kubischen Komplexitdt O(N?). Aulerdem ist die Formulierung der
Turbulenzgleichungen im Frequenzraum nur fiir einfache Modelle bekannt [32]. Da-
her werden die Gleichungen nach Hall, Thomas und Clark [32] mit Hilfe der Trans-
formationsmatrizen aus Gleichung 3.12 zurtick in den Zeitraum transformiert. Das
Gleichungssystem im Zeitraum ergibt sich daher zu

Ei2n frunl& VW, + E1ER,(W,) = 0. (3.15)
Durch die Transformation ergibt sich eine zeitliche Kopplung aller Kollokations-

punkte. Der zeitspektrale Operator D,, = & 'i27f,,nIZ fasst die Transformations-
matrizen zusammen. An jedem Kollokationspunkt 2 ergibt sich ein System der Form
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3.1 Lineare und nichtlineare zeitspektrale Verfahren

N
V Y duWiim +Re(Wy) = 0. (3.16)

m=—N

J/

-~

D, (W)

Insgesamt resultieren 2N -+ 1 periodische Gleichungssysteme, die iiber den zeitspek-
tralen Operator D, gekoppelt sind. Die Koeffizienten werden an 2N +- 1 gleichméfSig
verteilten Kollokationspunkten innerhalb der Periode T berechnet. Dank der Riick-
transformation in den Zeitraum konnen die Fliisse an jedem Kollokationspunkt mit
bekannten Schemata berechnet werden.

Gopinath [29] und McMullen [47] leiten einen analytischen Ausdruck fiir den zeit-
spektralen Operator her. Fiir eine ungerade Anzahl an Zeitleveln innerhalb einer
Periode ergibt sich der Kopplungsterm zu

N
D,(W)= )Y duWyuin, (3.17)
m=—N
T(=1)m*tl— 1 ___ fiirm #£0
= r(=1) sin( 5{{'t1) 7 ) (3.18)
0, flirm =

und fiir eine gerade Anzahl von Zeitintervallen zu

. {%(—1)m+1cot (sht) ,fir m # 0 . (3.19)

0,firm=0

Das Prinzip der TSM soll anhand eines Beispiels noch einmal verdeutlicht werden.
Zur anschaulichen Darstellung dient Abbildung 3.1. Hier ist der Verlauf einer Funk-
tion tiber der Zeit zu sehen. Die 2N + 1 Fourier-Koeffizienten werden mit Hilfe von
2N + 1 dquidistant verteilten Kollokationspunkten innerhalb einer Periode ausge-
wertet. Diese Kollokationspunkte entsprechen einzelnen Zeitpunkten. Hier ist bei-
spielhaft fiir N = 2 die Verteilung der Kollokationspunkte innerhalb einer Peri-
ode zu sehen. Fiir jeden Punkt wird ein lineares Gleichungssystem aufgestellt. Die
Systeme sind miteinander iiber den zeitspektralen Operator gekoppelt. So fliefSen
zur Berechnung des Stromungsfeldes zum Zeitpunkt t, auch die Felder der Zeiten
[to; t1; t3; t4] Uber den zeitspektralen Operator in das lineare Gleichungssystem mit
ein.

Numerisch wird zur Losung des Gleichungssystems 3.16 oftmals ein kiinstlicher

Zeitterm ‘—% in das System integriert und das System in der kiinstlichen Zeit T kon-
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1 [ |
f
0,5} i
- 2
.S
kY, 0 |
§ to
[
_0,5 [ |
t3
_1 | | | | | | t\4 | |
0 1 2 3 4 5 6
Zeit (s)

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Verteilung der Kollokationspunkte
fiir N = 2 bei der TSM

vergiert. Das Gleichungssystem mit Pseudozeit an einem Kollokationspunkt ergibt
sich zu

0T

+VD,;(W) + Ry (W,) =0. (3.20)

Neben der Pseudozeit wird auch Unterrelaxation verwendet, um das System zu
konvergieren. Beide Verfahren beschrinken die Anderungen in den Variablen iiber
die Zeit- bzw. Iterationsschritte. Bei Verwendung von Unterrelaxation werden die
Diagonalterme der Matrix mit einem konstanten Faktor % multipliziert. Wahrend
der Pseudozeitterm sich additiv auf die Diagonalkoeffizienten der Losungsmatrix
auswirkt, wirkt Unterrelaxation multiplikativ.

3.2 Erweiterung der zeitspektralen Methode auf
bewegte Geometrien

Die Herleitung der TSM in Kapitel 3.1.2 erfolgte unter der Annahme zeitlich kon-
stanter KV. Bei instationdren Stromungsvorgangen kommt es jedoch oftmals zu gro-
8en Verformungen im Rechengebiet. Diese Bewegung muss in den Erhaltungsglei-
chungen entsprechend berticksichtigt werden. Dazu sind aus der Kinematik zwei
unterschiedliche Formulierungen der Bewegung bekannt [22]:

e Lagrange-Betrachtungsweise

e Euler-Betrachtungsweise
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3.2 Erweiterung der zeitspektralen Methode auf bewegte Geometrien

Bei der Lagrange-Betrachtungsweise folgen die Netzknoten der Bewegung der Ma-
terieteilchen. Diese Art der kinematischen Betrachtung kommt meist im Bereich der
Kontinuumsmechanik zum Einsatz. In der Fluidmechanik wird der Euler-Ansatz
bevorzugt. Das Koordinatensystem und die Netzknoten sind ortsfest. Eine Kombi-
nation beider Ansidtze ist die Arbitrary Lagrangian-Eulerian Methode (ALE). Die
Netzknoten konnen unabhédngig von der Bewegung der Materieteilchen versetzt
werden. Uber diesen Ansatz ist es moglich, Bewegung der Rdnder umzusetzen und
in den Erhaltungsgleichungen zu berticksichtigen.

Durch die ALE ergeben sich Anderungen in den Erhaltungsgleichungen. Die Bewe-
gung des Netzes ist unabhdngig von der Bewegung der Fluidteilchen. Die Netzge-
schwindigkeit kann auf das Inertialsystem bezogen berechnet werden. Es ergibt sich
eine konvektive, relative Geschwindigkeit ¢ := u — upy,. Diese relative Geschwin-
digkeit ist die Differenz aus der Fluidgeschwindigkeit u und der Netzgeschwindig-
keit upy,¢. Die Erhaltungsgleichungen in ALE-Form ergeben sich zu

W
o 40T / V-F(W)dQ =0, (3.21)
Q Q
_(r
W= <pu> ’ (3.22)
_ pc
= (P(C ®u)+ pl— 2y8(u)> ’ (3.23)
S(u) = % (Va+ (va)T). (3.24)

Aus der Bewegung der Rénder resultiert auch eine Bewegung der KV. Die Volumen
V(t) der KV sind Funktionen der Zeit. Aus der Verdnderung der Volumina ergeben
sich zusétzliche Netzfliisse. Zu der Erhaltung der Masse und des Impulses kommt
daher die Erhaltung des Volumens hinzu. Diese Erhaltungsgleichung wird auch
Volumenerhaltungsgesetz, geometric conservation law, genannt [42]. Eine Vielzahl
unterschiedlicher Bewegungen der Rénder sind denkbar. Um die Netzqualitdt zu
erhalten, miissen die inneren Knoten bei gleichbleibender Netztopologie auf Basis
der Verschiebungen der dufieren Rénder ebenfalls bewegt werden. Unterschiedliche
Verfahren, um dies umzusetzen, sind bekannt. Laplace-Verfahren [39] und Verfah-
ren, bei denen die Netze mit einer algebraischen Funktion generiert werden, werden
nachfolgend kurz vorgestellt.

Bei dem zweiten Verfahren ist die globale Netzbewegungsfunktion bekannt. Die
Position und Geschwindigkeit der einzelnen Netzpunkte konnen exakt aus der glo-
balen Funktion berechnet werden. Als Beispiel ist hier die Starrkérperbewegung,
auch Solid Body Motion (SBM), zu nennen. Bei der Starrkdrperbewegung werden
alle Netzpunkte mit einer konstanten Transformationsmatrix multipliziert. Die To-
pologie des Netzes bleibt erhalten. Dies wird z.B. bei oszillierenden Fliigelprofilen
oder rotierenden Korpern verwendet.
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3 Modellierung zeitlich periodischer Systeme

Bei dem Laplace-Verfahren wird nach der Position der KV unter Vorgabe der Bewe-
gung der Rander geldst. Dazu wird die Laplace-Gleichung genutzt. Um die Dichte
der Netzknoten zu steuern, wird mit einem richtungsorientierten Diffusions-Koef-
fizientenfeld gearbeitet [43]. Das Diffusions-Koeffizientenfeld erlaubt eine Erhal-
tung hoher Netzgiiten im Bereich der Rdnder auch bei komplexen Bewegungen.

Die Unterschiede beider Verfahren werden anschaulich an einem einfachen Beispiel
dargestellt. Die Oszillation eines NACA(0012-Profils wird sowohl iiber das Laplace-
wie auch das SBM-Verfahren berechnet. Beide Netze sind im Vergleich zum Aus-
gangsnetz in Abbildung 3.2 zu sehen. Der dufiere Gebietsrand ist bei dem Laplace-
Verfahren als zeitlich konstant vorgegeben, sodass sich die grofiten Verschiebungen
am Profil befinden. Beim SBM-Verfahren wird das gesamte Netz basierend auf ei-
ner vorgegebenen Bewegungsfunktion transformiert. Die grofiten Verschiebungen
ergeben sich am Rand des Berechnungsgebietes.

Verschiebung Verschiebung

=075 =075

L

]

05 0.5

(b) Laplace-Verfahren (c) SBM-Verfahren

Abbildung 3.2: Verschiebung des Netzes mit dem Laplace- und dem SBM-Verfahren
koloriert in relativer Zellverschiebung
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3.2 Erweiterung der zeitspektralen Methode auf bewegte Geometrien

Wihrend sich beim SBM-Verfahren nur die Position der KV in der Zeit dndern, sind
beim Laplace-Verfahren auch die Volumen der KV zeitabhdngig. Die dynamisch ver-
formbaren KV miissen auch bei der Formulierung des konvektiven Terms bertick-
sichtigt werden. Die Geschwindigkeit u im konvektiven Term wird durch die rela-
tive Geschwindigkeit u — up,, ersetzt. Die Formulierung der Netzgeschwindigkeit
wird aus dem Volumenerhaltungsgesetz abgeleitet. Die Anderungen der Volumen
in der Zeit miissen iiber die Geschwindigkeit der Netzrander in Normalenrichtung
kompensiert werden

% / 40 — / Uner, -1 IO = 0. (3.25)
Q Q)

Es gilt, dass durch die Netzbewegung keine zusédtzlichen Massenquellen oder -sen-
ken im Gebiet erzeugt werden diirfen.

Dies fiihrt auch zu Anpassungen im zeitspektralen Operator bei dynamischen Net-
zen. Die Netze fiir die unterschiedlichen Kollokationspunkte werden bei dem zeit-
spektralen Loser im Praprocessing entweder unter Verwendung von dem SBM- oder
dem Laplace-Verfahren erzeugt. Die Volumen der KV an allen Kollokationspunk-
ten sind daher bekannt und der zeitspektrale Operator wird tiber D,,(VW) berech-
net. Komplexer ist die Berechnung der Netzgeschwindigkeiten fiir den konvektiven
Term.

Beim SBM-Verfahren sind die Netzgeschwindigkeiten gleich den Geschwindigkei-
ten der bewegten Oberfliche und kénnen daher analytisch berechnet werden. Die
Verwendung von der Laplace-Gleichung zur Losung nach der Netzbewegung erfor-
dert eine Approximation der Netzfliisse. Diese Approximation ergibt sich zu

N
ZuNetZ ‘n = Z dmaVn+m. (3.26)
Q) m=—N

Die Netzgeschwindigkeit u ., eines KVs ergibt sich iiber Integration der Geschwin-
digkeiten der KV-Oberflachen in Normalenrichtung. Da alle Volumen der KV an
den einzelnen Kollokationspunkten bekannt sind, kann hier eine Approximation
mit Hilfe des zeitspektralen Operators genutzt werden. Die Netzgeschwindigkeiten
sind die Summe der tiberstrichenen Volumina dV des KVs an den Kollokations-
punkten m, n multipliziert mit dem zeitspektralen Faktor d,,. Um das tiberstrichene
Volumen zu berechnen, werden die einzelnen Elementoberflichen trianguliert und
die Netzfliisse fiir jedes Element tiber die triangulierten Flachen aufsummiert [26].

Fiir die TSM miissen daher fiir alle Kollokationspunkte die Positionen der Netz-
punkte vorliegen. Die Felder fiir die Netzbewegung werden innerhalb dieser Arbeit
als Praprocessing-Schritt berechnet und sind wihrend des Losens der Impuls- und
Poisson-Gleichung fest hinterlegt. Wenn bei instationdren Rechnungen das Netz ba-
sierend auf Laplace-Verfahren bewegt wird, muss bei Zeitschrittverfahren innerhalb
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jeder Zeitschrittschleife das Netz neu berechnet werden. Das Losen nach den Netz-
knoten innerhalb der dufseren Iterationen entféllt bei der TSM.

3.3 Gegeniiberstellung TSM und Zeitschrittverfahren

In diesem Abschnitt wird auf die Unterschiede zwischen Zeitschrittverfahren und
TSM eingegangen. Dazu werden die Genauigkeit der Methoden und die Konver-
genzeigenschaften der Losungsalgorithmen gegentibergestellt. Zuerst wird die dia-
gonale Dominanz des Systems zur Untersuchung der Konvergenzeigenschaften be-
trachtet, bevor anhand eines einfachen Beispiels die Eigenwerte analysiert werden.
Ziel dieses Abschnittes ist es die Vor- und Nachteile der TSM herauszuarbeiten und
die Besonderheiten bei der Implementierung der TSM aufzuzeigen.

3.3.1 Genauigkeit der Zeitdiskretisierung

Bei ausreichend Kollokationspunkten hat die TSM eine hohere Genauigkeit als her-
kommliche Zeitschrittverfahren fiir zeitlich periodische Probleme [65]. Dies soll im
Folgenden anhand eines einfachen Beispiels demonstriert werden.

Die zeitliche Ableitung einer einfachen Sinus-Funktion wird mit der TSM und Zeit-
schrittverfahren angendhert und der analytischen Losung gegeniibergestellt. Als
Zeitschrittverfahren wird die Riickwairts-Differenzen-Formel, auch Backward Diffe-
rencing Formula (BDF), erster und zweiter Ordnung verwendet. Fiir dieses Beispiel
wird f = % mit der Periodendauer T = 1 s gesetzt. Die Ausgangsfunktion ist tiber

f(t) =sin(27tft) + 2 - sin(47ft) (3.27)
gegeben und die analytische Ableitung ergibt sich zu

f(t) = 27f - cos(2mft) + 87 f - cos(4mft). (3.28)

In Abbildung 3.3 sind der genaue zeitliche Verlauf der analytischen Ableitung und
die approximierten Verldufe zu sehen. Fiir die Approximationen werden die TSM
mit zwei Harmonischen und BDF erster und zweiter Ordnung mit At = % s ver-
wendet.
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0O 02 04 06 08 1

Zeit (s)

— analytische Losung 4 TSM N=2
--- BDF 1.0rd. BDF 2.0rd.

Abbildung 3.3: Gegeniiberstellung der analytischen Losung und der approximier-
ten Losungen mit den Diskretisierungsverfahren BDF 1. Ord., BDF
2.0rd. und TSM mit N = 2
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Abbildung 3.4: Links: Maximaler relativer Fehler der BDF aufgetragen iiber den
Zeitschritt mit Steigung der Kurven; Rechts: Maximaler relativer
Fehler der TSM aufgetragen tiber die Anzahl an Harmonischen

In Abbildung 3.4 wird auf der linken Seite der maximale relative Fehler zu der ana-
lytischen Losung in Abhdngigkeit des Zeitschrittes fiir BDF 1.0rd. und BDF 2.0rd.
dargestellt und auf der rechten Seite wird der Fehler fiir die TSM mit 1 — 11 Harmo-
nischen betrachtet.
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Es zeigt sich bei der Approximation der zusammengesetzten Kosinus-Funktion mit-
tels Zeitschrittverfahren erster Ordnung eine Phasenverschiebung gegeniiber der
analytischen Losung. Die Ergebnisse der TSM mit zwei Harmonischen liegen exakt
auf der realen Losung. Bei Betrachtung des relativen Fehlers sind die Fehler aus der
Berechnung mit der TSM bei ausreichend Harmonischen bis zu sechs Potenzen un-
terhalb der Zeitschrittverfahren. Da zwei Vielfache der Grundfrequenz in der Funk-
tion vorkommen, miissen auch mindestens zwei Harmonische bei der TSM zur Ap-
proximation genutzt werden. Die relativen Fehler bei mehr als zwei Harmonischen
liegen bereits innerhalb der Maschinengenauigkeit, daher konnen Rundungsfehlern
auftreten. Im Gegensatz dazu sind die relativen Fehler der Zeitschrittverfahren auch
mit reduziertem Zeitschritt hoher als bei der TSM. Aus der Abbildung geht aufier-
dem klar die Ordnung der Zeitschrittverfahren hervor.

Aus diesem Beispiel ldsst sich ableiten, dass bei einer Gegentiiberstellung von Zeit-
schrittverfahren und TSM auf den zeitlichen Fehler zu achten ist. Die zeitlichen
Fehler miissen durch Untersuchungen unterschiedlicher Zeitschrittweiten eindeu-
tig quantifiziert sein, sodass eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse mit TSM gewéhr-
leistet ist. Auflerdem resultiert aus verringerten Zeitschritten eine erhohte Rechen-
zeit. Bei Gegeniiberstellung der Rechenzeiten von der TSM und Zeitschrittverfahren
sollte daher immer die Zeitschrittweite und die erreichte Genauigkeit mit einbezo-
gen werden. Die TSM weist auch nur dann eine hohere Genauigkeit auf, wenn aus-
reichend Harmonische zur Approximation des Problems verwendet werden. Die
Anzahl der Harmonischen ist daher im Vorfeld zu priifen. Die vorangegangenen
Beobachtungen sind auf Basis eines periodischen Signals getroffen wurden. Die
Schlussfolgerungen sind daher bei komplexen Stromungsproblemen detailliert zu
priifen.

3.3.2 Konvergenzeigenschaften einfacher iterativer Verfahren

Nachfolgend werden die Konvergenzeigenschaften eines linearen Prototypen-Sys-
tems untersucht. Diese Untersuchungen sollen globale Riickschliisse auf die Kon-
vergenzeigenschaften der entkoppelten, linearisierten Impulsgleichungen bei un-
terschiedlicher Zeitdiskretisierung zulassen. Zunédchst wird daher eine kurze Ein-
fiihrung zur Thematik Konvergenz gegeben. Die nachfolgenden Zusammenhénge
und Untersuchungen orientieren sich an den Ausfiihrungen in Saad [62].

Zur Losung des linearen Systems diskretisiert mit Zeitschrittverfahren und TSM
werden iterative Loser, auch lineare Loser genannt, eingesetzt. Bei diesen wird ein
System der Form

Au=0Q (3.29)

gelost. Der Losungsvektor ist mit u, die Diskretisierungsanteile aus alten Zeitschrit-
ten oder Iterationen sind in Q und die Koeffizientenmatrix ist in A gegeben. Bei

36

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-202005041341-0



3.3 Gegeniiberstellung TSM und Zeitschrittverfahren

iterativen Verfahren wird die Inverse der Koeffizientenmatrix approximiert und da-
mit eine Schitzung des Losungsvektors berechnet. Uber mehrere Iterationsschritte
k wird die Inverse entsprechend angepasst mit dem Ziel das Residuum des linearen
Systems Q — A*u zu reduzieren, wobei A* die Approximation der Inversen ist.

Die Eintrdge der Koeffizientenmatrix A unterscheiden sich bei Zeitschrittverfahren
und TSM. Es ist zu beantworten, unter welchen Voraussetzungen und mit welcher
Geschwindigkeit das iterative Jacobi- und Gauf3-Seidel-Verfahren zur Losung der
Gleichungssysteme konvergieren. Die Unterschiede zwischen zeitspektraler Formu-
lierung und Zeitschrittverfahren sind von Interesse. Zur Beantwortung der ersten
Frage, wird das Kriterium der diagonalen Dominanz herangezogen.

Nach Saad [62] konvergieren Jacobi- und Gauf3-Seidel-Verfahren fiir jeden Anfangs-
schitzer ug, wenn die Koeffizientenmatrix A streng diagonal dominant oder irre-
duzibel diagonal dominant ist. Strenge diagonale Dominanz ist erfiillt, wenn die
Summe der Betrdge der Nebendiagonaleintrige | Ay, | kleiner ist als die Betrdge der
Hauptdiagonalen |Aj|

Al > ) Al (3.30)
m#l

Wie schnell ein iteratives Verfahren konvergiert, richtet sich nach den Eigenwer-
ten der Iterationsmatrix. Alle Eigenwerte A einer Matrix werden auch als Spek-
trum o(A) der Matrix bezeichnet. Der grofite Eigenwert dieses Spektrums nennt
sich spektraler Radius p(A)

p(A) = max |A|. (3.31)
Aeo(A)

Die Konvergenzgeschwindigkeit wird auch tiber den Konvergenzfaktor charakteri-
siert. Es gilt, dass der globale Konvergenzfaktor gleich dem spektralen Radius der
Iterationsmatrix A ist [62]. Bei kleineren Eigenwerten reduziert sich die Anzahl der
notwendigen Iterationsschritte, um einen vorher definierten Fehler € zu unterschrei-
ten. Da die Berechnung des spektralen Radius aufwendig ist, werden zur Untersu-
chung hiufig nicht die exakten Eigenwerte berechnet, sondern Schitzungen ver-
wendet. Nach Gerschgorins Theorem [28] liegen alle Eigenwerte A einer Matrix A
in einem geschlossenen Kreis der komplexen Ebene zentriert bei A;; mit dem Radi-
us

oi= Y. |Ayl (3.32)
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3 Modellierung zeitlich periodischer Systeme

Damit ist eine Abschdatzung der Eigenwerte und somit ein Vergleich der Konver-
genzraten von linearen Systemen diskretisiert mit TSM und Zeitschrittverfahren
moglich.

Diagonale Dominanz des linearen Systems diskretisiert mit Zeitschrittverfahren

In diesem Abschnitt wird fiir ein Prototypen-System die Bedingung der diagonalen
Dominanz tiberpriift. Das System wird dazu mit Zeitschrittverfahren und TSM dis-
kretisiert. Bei dem diskretisierten System mit Zeitschrittverfahren wird der maximal
zuldssige Zeitschritt berechnet und bei der TSM wird der maximal zuldssige Un-
terrelaxationsfaktor berechnet. Die Techniken, das System tiber Pseudo-Zeitschritte
bzw. iiber Unterrelaxation zu konvergieren, sind konsistent zur spéateren Behand-
lung in den Impulsgleichungen gewé&hlt worden. Eine direkte Vergleichbarkeit ist
daher nicht unmittelbar gegeben. Dennoch ist es moglich globale Zusammenhéinge
tiber die Konvergenzeigenschaften darzustellen.

Um numerische Schemata zu testen, werden oftmals vereinfachte Gleichungssyste-
me verwendet. Dies erlaubt eine analytische Auswertung und ldsst dennoch Riick-
schliisse auf komplexere Systeme zu. Hier wird die 1D-Advektionsgleichung

Ju  Jdu 0%u

T by i 3.33

o " ox  Maw (3:39)
untersucht. Diese beinhaltet einen Zeitableitungsterm, einen konvektiven Term und
einen diffusiven Term mit der Viskositdt . Der Faktor c ist konstant im gesamten
Berechnungsgebiet.

Um die Gleichung numerisch zu 16sen, erfolgt zunédchst eine Diskretisierung. Die
einzelnen Zeitintervalle sind tiber den tiefgestellten Index n gegeben und die rdum-
lichen Intervalle iiber den hochgestellten Index i. Die Netz- und Zeitschrittintervalle
sind dquidistant. Fiir die Zeitableitung wird ein implizites Differenzenverfahren ers-
ter Ordnung verwendet. Die Auswertung der rdumlichen Residuenbeitrdge erfolgt
daher zur Zeit n + 1. Der konvektive und diffusive Term werden {iber zentrale Diffe-
renzenverfahren approximiert. Die Diskretisierung der einzelnen Terme ergibt sich
danach zu

i i
ou _ Uyyq — Uy

of At (334)
o%u i . , .
H32 ® A2 (”51431 — 21y + ”ifﬁ) / (3.35)
ou c 11 i1
Ca ~ m (u;{:_l — U;H_l) . (336)

Da ein implizites Verfahren verwendet wird, wird das Feld des nédchsten Zeitschrit-
tes mit einem linearen Loser berechnet. Die Losungsmatrix resultiert aus der Grup-
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3.3 Gegeniiberstellung TSM und Zeitschrittverfahren

pierung der einzelnen Terme. Eine Sortierung der Terme in Haupt- und Nebendia-
gonalen resultiert in

1 2 i 2 C N\ i1 12 ¢ N iy 1
(E”m) i+ (=2 ~ 3ax) Mo T (Cagr +aay) Wi = gt
(3.37)

Fiir eine Diskretisierung des Gleichungssystems mit Zeitschrittverfahren ist die dia-
gonale Dominanz abhédngig von dem gewéhlten Zeitschritt. Daher werden die Ter-
me aus Gleichung 3.37 in Bedingung 3.30 eingesetzt und das System nach der Zeit-
schrittweite umgestellt. Der maximal erlaubt Zeitschritt ergibt sich zu

|é+2§ > = 2|+ |5 — 2 (3.38)
unter den Annahmen, dass gilt: ¢ > 0; > 0; (ﬁ — é) >0,
é * 2AP;2 ~ ZZx - AP;Z * 22x * A};@’ (3:39)
Ait > -2, (3.40)
At < ﬁ (3.41)
Ax Ax?

Ein Teil des Zeitableitungsterms erscheint als Eintrag auf der Hauptdiagonalen, wo-
bei dieser Term additiv zur Hauptdiagonalen beitragt. Mit geringerer Zeitschritt-
weite vergrofiert sich der Beitrag auf der Hauptdiagonalen und dadurch wird das
Kriterium der diagonalen Dominanz gestdrkt. Die zu wihlende Zeitschrittweite ist
abhdngig von der Netzfeinheit, der Viskositdt und der Konvektionskonstante. Mit
abnehmenden Netzweiten, grofler werdender Konvektionsrate oder abnehmender
Viskositdt reduziert sich der zulédssige Zeitschritt.

Diagonale Dominanz des linearen Systems diskretisiert mit der TSM

Nun wird analog die Diskretisierung der Zeitableitung mit der TSM betrachtet.
Die Zeitableitung wird durch eine Harmonische (N = 1) approximiert. Durch die
Transformation in den Frequenzraum und wieder zuriick in den Zeitraum ergeben
sich drei gekoppelte, periodische Gleichungssysteme an den Kollokationspunkten
n. Diese entsprechen realen physikalischen Zeitschritten und werden daher mit dem
tiefgestellten Index n gekennzeichnet. Die Kollokationspunkte innerhalb einer Peri-
ode sind fest und werden zeitgleich iteriert. Es wird im Folgenden nicht mehr nach
Zeitschritten, sondern nach Iterationsschritten k gelost.
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3 Modellierung zeitlich periodischer Systeme

Basierend auf der Gleichung 3.17 erfolgt die Approximation der Zeitableitung an
den Kollokationspunkten n nach

i 0

ou | . . .
& =d_qul,_; +doy +dyul,;. (3.42)

1
~ Z AmUntm
ot m=—1

Zur Approximation der Zeitableitung am Punkt n gehen nur die Funktionswerte
der Punkte n — 1,7 + 1 in das Gleichungssystem ein. Diese Werte tauchen als Ne-
bendiagonaleintrdage auf. Die zeitspektrale Zeitdiskretisierung leistet daher keinen
Beitrag zur Starkung der diagonalen Dominanz.

Die rdumlichen Diskretisierungen erfolgen analog zum letzten Abschnitt. Der Index
i gibt die Knotennummer an. Das Gleichungssystem fiir den Kollokationspunkt  ist
uber

d Zk+1+d 1k+1

n—|—1 n 1
H c i—1k+1 H ¢ i+1k+1 M S
F(agr ang) T (S ag g W 2l =0

(3.43)

gegeben.

Zur Losung des Systems wird der Unterrelaxationsfaktor a eingefiihrt. Dieser wirkt
sich multiplikativ auf die Hauptdiagonale des Systems aus. Die Hauptdiagonale
wird tiber den Zusammenhang

1 11—«
o ) =

umgeformt.

Das Gleichungssystem innerhalb des linearen Losers ergibt sich somit durch Einset-
zen der Gleichung 3.44 in Gleichung 3.43. Alle Beitrdge zur Haupt- und Nebendia-
gonalen und die Eintrdge aus alten Iterationen fiihren zu

k+1 k+1 c i
Gt d g () e

Un Ax?  2Ax
+ Gﬁ + 2Ax> 2 (ZAVZ) i = 1?706 <2§> wi. (345)

Statt nach Zeitschritten wird das System nach dem maximalen Unterrelaxationsfak-
tor aufgelost, sodass diagonale Dominanz des Systems gewéhrleistet ist. Obwohl
Zeitschrittweite und Unterrelaxationsfaktor nicht direkt vergleichbar sind, kann ge-
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3.3 Gegeniiberstellung TSM und Zeitschrittverfahren

zeigt werden, welche Faktoren die Stabilitdt beeinflussen. Durch Umformen des
Gleichungssystems ergibt sich der maximal zuldssige Unterrelaxationsfaktor

K ¢ K ¢

Ly ¥
Z (o )| > - = 4"
< (2a0)|2 MH A aaxl Ay 2l (3.46)
Betrag ist gleich
unter den Annahmen, dass gilt: ¢ > 0; u > 0; (L — L) >0
’ "\2Ax  Ax? ’
1 U c U c U
Z (2 2ld — , 3.47
oc( Ax2>> | 1’+2Ax A2 T oax T AR (347)
1 _ 2|di]Ax? +cA
L 2di|Ax"+cAx (3.48)
« 2u
2
x L (3.49)

< .
2|d1|Ax?% + cAx

Gleichung 3.49 zeigt, dass hohere Unterrelaxationsfaktor bei zunehmender Viskosi-
tat und abnehmenden Netzweiten genutzt werden miissen. Der zeitspektrale Ope-
rator taucht als Summand im Nenner auf. Mit mehr Harmonischen und zuneh-
menden Frequenzen wird die diagonale Dominanz daher geschwécht und fiihrt zu
kleineren a. Wahrend Zeitschrittverfahren mit der Wahl von kleineren Zeitschrit-
ten die diagonale Dominanz stdrken, reduziert die TSM die diagonale Dominanz.
Diese Eigenheit der zeitspektralen Diskretisierung muss bei der Auswahl des line-
aren Losers beachtet werden und entsprechende Loser gewédhlt werden, bei denen
die Konvergenzeigenschaften moglichst unabhidngig von der diagonalen Dominanz
der Losungsmatrix sind. Auflierdem ist zu priifen, ob auch bei Problemen, wo ei-
ne hohe Anzahl an Harmonischen aufgeldst werden muss, ein Rechenzeitgewinn
gegeniiber den Zeitschrittverfahren besteht.

Riickschluss auf die Konvergenzrate durch Eigenwertbetrachtung

Zuletzt wird die Konvergenzrate analysiert. Dazu werden anhand eines 1D-Bei-
spiels die Eigenwerte iiber das Gerschgorin-Theorem approximiert. Die Eigenwer-
te von Zeitschrittverfahren und zeitspektralen Verfahren werden gegeniibergestellt
und daraus Hinweise auf die Konvergenzrate abgeleitet. Die Advektionsgleichung
aus Abschnitt 3.3.2 wird auf einem Rechengebiet aus fiinf Rechenknoten geldst. Das
Rechengebiet ist in Abbildung 3.5 zu sehen. Am Start- und Endknoten (0;4) liegen
Randbedingungen an. Hier wird daher nicht nach den Variablenwerten gelost.

Am Knoten 0 liegt eine zeitlich verdnderliche Sinusschwingung an und am Knoten 4
eine Null-Gradienten Randbedingung. Die Randbedingungen ergeben sich so zu

e u(x =0,t) =1+sin(a-t),

ol o ut—u? _
* x ~® ar =0
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3 Modellierung zeitlich periodischer Systeme

Abbildung 3.5: Finite-Differenzen-Berechnungsgebiet zur Bestimmung der Eigen-
werte

Fiir die einzelnen Terme werden die Diskretisierungsschemata aus Abschnitt 3.5
verwendet. Zuerst wird das implizite Euler-Verfahren erster Ordnung fiir die Zeit-
diskretisierung genutzt. Die Terme werden nach den Knoten in ein lineares Glei-
chungssystem der Form

éJqu —q+p 0

Agpr=\| —p—9q Alt T2 —q+p |, 20
0 -2 A+2q
ué“ (g+p) -1+ sirll(a tat1)) + é”%
Unt1 arttn

sortiert, wo A die Systemmatrix ist. Um die Ubersicht zu verbessern, werden die

Terme g = ﬁ und p = 5 ersetzt.

Nun wird das lineare System mit der TSM aufgestellt. Die Zeitableitung wird mit ei-
ner Harmonischen approximiert. Es ergeben sich daher drei Kollokationspunkte, an
denen gelost wird. Bei Kopplung aller Kollokationspunkte und Netzknoten inner-
halb eines Systems ergibt sich eine Systemgrofie von [3 x (2N + 1)][3 x (2N +1)].
Die Kollokationspunkte eines Netzknotens werden blockweise zusammen sortiert.
Die Residuenterme der Netzknoten riicken daher von der Hauptdiagonalen weiter
nach auflen. Die zeitspektralen Beitrdge sind in der Matrix Drg); zusammengefasst.
Es ergibt sich ein Blocksystem. Die Hauptdiagonalblocke enthalten dabei die Zeit-
diskretisierung, wéahrend die Nebendiagonalblocke die rdumliche Diskretisierung
enthalten. Das System wird mit dem konstanten Faktor & unterrelaxiert. Das zeit-
spektrale System ergibt sich nach

291+ Drsy (—q+p)l 0 u !
(—g—p)I 211+Drsy (—q+pI || g™ | =Q, (3.52)
0 —2g1 211+ Drgy o\ udn
A;;M
0 dy —dy
Drsy=| —d1 0 dy |, (3.53)
di —dp O
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(3.54)

(==
I
SO =
S = O
- o O

Aus den Matrizen Agpr und Arsy werden die Gerschgorin-Kreise abgeleitet. Die
Hauptdiagonalen der Matrizen bilden den Mittelpunkt der Kreise. Diese sind auf
der reellen Achse einzutragen. Die Radien ergeben sich als Spaltensumme der Ne-
bendiagonalbeitrdge. Analog dazu konnen auch die zeilenweisen Summen gebildet
und verglichen werden. Die Gebiete der Eigenvektoren fiir zeitspektrale und Zeit-
schrittverfahren sind in Abbildung 3.6 dargestellt.

q+p+2/di] 7
q—p+2/di] 1
q+p |
q—p |

<
E 0 l

1 q
art29 25
Re(z)

Abbildung 3.6: Spalten-Gerschgorin-Kreise zur Darstellung des Gebietes moglicher
Eigenwerte fiir zeitspektrale Verfahren und Zeitschrittverfahren

Fiir TSM und Zeitschrittverfahren sind die Spaltenkreise jeweils fiir den kleinsten
Radius und den grofiten Radius zu sehen. Die Mittelpunkte der Kreise verschieben
sich auf der reellen Achse auf Grund der unterschiedlichen Grofie von Zeitschritt
und Unterrelaxationsfaktor. Um die Konvergenzrate des linearen Losers beurteilen
zu konnen, sind die Radien der Kreise entscheidend. Mit grofier werdendem Radius
liegen die Eigenwerte der Matrix weiter auseinander. Bei Anwesenheit sehr grofser
und kleiner Eigenwerte kann die Konvergenzrate sehr klein sein [62]. Mehr Iteratio-
nen sind notwendig. Die zeitspektrale Matrix weist eine grofiere Spanne an Eigen-
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werten auf als die Matrix des Zeitschrittverfahrens. Die Spanne wird zusatzlich er-
weitert bei hoherer Anzahl an Harmonischen. Daraus ist grundsatzlich zu schliefSen,
dass die TSM bei einfachen Iterationsvorschriften die Konvergenzrate herabsetzt.

Innerhalb dieses Kapitels wurden zeitspektrale Verfahren, speziell Fourier-Ansitze,
vorgestellt. Zur Berechnung stromungsmechanischer Probleme wurde die TSM ein-
gefiihrt. Die TSM ist bei harmonischen Problemen genauer als Zeitschrittverfahren
und meist reichen wenige Harmonische, um den zeitlichen Verlauf gut zu approxi-
mieren. Dennoch zeigen die Analysen im letzten Abschnitt, dass mit zunehmenden
Harmonischen und hohen Frequenzen die Konvergenzeigenschaften linearer Loser
stark herabgesetzt werden. Eine genauere Betrachtung der TSM, auch mit Hinblick
auf die Losung der zeitspektralen Matrix, ist daher essenziell.
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4 Losung des zeitspektralen
Gleichungssystems

Zur Losung des inkompressiblen Gleichungssystems werden wie in Kapitel 2.5.1 be-
schrieben, Druckkorrektur-Verfahren verwendet. Im Gegensatz dazu werden dich-
tebasierte Verfahren zur Losung kompressibler Stromungen genutzt. Grofie Fort-
schritte der TSM sind vor allem auf Basis dichtebasierter Loser entstanden. Die vor-
liegende Arbeit baut auf diesen Ergebnissen auf. Zunidchst werden daher die dich-
tebasierten Verfahren und die vorhandenen TSM-Implementierungen vorgestellt.

Anschlieflend werden die Implementierungen der TSM im Rahmen dieser Arbeit
erldutert. Die Konvergenz und Effizienz dieser sind neben der Diskretisierung auch
von der Kopplung der raumlichen und zeitlichen Eintrdge und dem linearen Loser
abhédngig. Daher werden in diesem Kapitel auch verschiedene Konzepte zur Umset-
zung der rdaumlichen und zeitlichen Kopplung eingefiihrt.

4.1 Zeitspektrale dichtebasierte Verfahren

Bei kompressiblen Stromungen wird neben der Bilanz fiir Masse und Impuls auch
eine Gleichung fiir Energie gelost. Eine SchlieSung des Systems ergibt sich durch
eine Zustandsgleichung, die einen Zusammenhang zwischen Dichte, Temperatur
und Druck herstellt. Oftmals wird das ideale Gasgesetz verwendet. Im Gegensatz
zu den inkompressiblen Gleichungen besteht ein direkter Zusammenhang zwischen
Masse, Impuls und Energie und eine direkte Kopplung der Gleichungen ist moglich.
Zur Losung des Systems haben sich in der Aerodynamik eigenstdndige Verfahren
etabliert [5]. Diese Verfahren unterscheiden sich zu den Verfahren, die fiir hydrau-
lische Probleme genutzt werden.

Zur Losung kompressibler Stromungen werden dichtebasierte Verfahren genutzt.
Bei diesen Verfahren werden meist alle Gleichungen zusammen gelost. Je KV ergibt
sich daher ein Block-System. Fiir fiinf Gleichungen (drei Impulskomponenten, Dich-
te und Energie) hat das System eine Blockgrofle von [5 x 5]. Turbulenzgleichungen
werden hdufig getrennt gelost. Um das System einfacher zu konvergieren, werden
oft kiinstliche Zeitschritte eingefiihrt. Das Newton-Verfahren bzw. implizite Zeit-
schrittverfahren zur Losung des nichtlinearen Systems werden eingesetzt. Fiir diese
Verfahren wird die Jacobi-Matrix zur Losung bendtigt. Oft wird die Jacobi-Matrix
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Druckbasierte Verfahren Dichtebasierte Verfahren
Anwendungs- | inkompressible Stromun- | fiir sub-/trans-/supersonische
gebiete gen Stromungen
Druckk(.)rrektur-Verfe'lh e alle Gleichungen (Dichte, Im-
Sequentielle Losung .
. . puls, Energie) werden gekop-
Losungs- der einzelnen Impuls- ) .
. pelt gelost, es werden expli-
algorithmen komponenten und der |[. .
. zite oder implizite Verfahren
Druckkorrekturgleichung, eratzt
Jacobi-freies Verfahren &
explizite Verfahren: Runge-
Kutta-Zeitschrittverfahren [38],
Vertreter SIMPLE [55], PISO [26] MacCormack [5]
implizite Verfahren: Krylow-
Verfahren [5]

Tabelle 4.1: Unterschiede zwischen Druck- und dichtebasierten Verfahren

durch Verfahren niedrigerer Ordnung approximiert und durch explizite Terme ho-
herer Ordnung korrigiert. Speziell angepasste Vorkonditionierer ermdglichen ein ef-
fizientes Losen des auftretenden Gleichungssystems [38, 7]. Die Unterschiede zwi-
schen druck- und dichtebasierten Verfahren sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst.

Inkompressible Stromungen kénnen nicht ohne Weiteres mit dichtebasierten Ver-
fahren berechnet werden. Dies resultiert aus der unterschiedlichen Natur der in-
kompressiblen Gleichungen. Bei Stromungen geringer Ma-Zahlen (Ma < 0, 3) wird
bei dichtebasierten Verfahren das System der Erhaltungsgleichungen sehr steif. Dar-
aus resultieren sehr kleine Zeitschritte, die ein effizientes Losen des Systems schwie-
rig machen. Unterschiedliche Erweiterungen, wie die Artificial Compressibility Me-
thod [17] oder eine Kombination aus dieser und Vorkonditionierungstechniken [7],
erweitern das Einsatzspektrum auf Stromungen mit geringen Ma-Zahlen.

Dichtebasierte Verfahren werden auch zur Berechnung von Turbomaschinen ge-
nutzt. Zeitspektrale Verfahren wurden daher oft auf Grundlage dieser entwickelt.
Das zeitspektrale, nichtlineare System wird bei Sicot, Puigt und Montagnac [66] mit
einem impliziten Zeitschrittverfahren und bei Mundis und Mavriplis [50] mit einem
inexakten Newton-Verfahren gelost. Bestandteil einer Newton-Iteration ist das Lo-
sen eines linearen Systems. Mundis und Mavriplis [50] nutzen zunéchst einen Block-
Jacobi-Algorithmus zur Losung des Systems. Auf Basis dieser Erkenntnisse entwi-
ckeln sie unterschiedliche Losungsmethodiken. In Anlehnung an diese Forschung
sollen im Rahmen dieser Arbeit die Moglichkeit zeitspektraler Diskretisierung in-
nerhalb druckbasierter Verfahren untersucht werden. Um die Unterschiede zwi-
schen dem aktuellen Stand der Forschung und den innerhalb dieser Arbeit entwi-
ckelten Methoden aufzuzeigen, werden nachfolgend die Entwicklungen von Mun-
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4.1 Zeitspektrale dichtebasierte Verfahren

dis und Mavriplis [50] vorgestellt. Die Nomenklatur orientiert sich an Mundis und
Mavriplis [50]. Die Erlduterung der Algorithmen erfolgt auf Basis der inkompres-
siblen Erhaltungsgleichungen aus Kapitel 2, um Konsistenz zu den fritheren Ab-
schnitten zu wahren. Es ist zu beachten, dass Mundis und Mavriplis die kompressi-
blen Gleichungen nutzen und daher grofiere Block-Systeme resultieren.

Mit dem Newton-Verfahren konnen nichtlineare Systeme numerisch gelost werden.
Fiir ein nichtlineares, zeitspektrales System am Kollokationspunkt n mit zeitlich
konstanten KV

N
VD, (W) + Ry (Wy,) =0mit D, (W) = Y dpWpm (4.1)
m=—N
ist das Newton-Verfahren tiber
JAW = —VDy, (W) — Ry (Wn) (4.2)

abgebildet. Es ergibt sich ein semilineares System mit der Jacobi-Matrix J.

Die Eintrdge der Jacobi-Matrix konnen in

v
y = (A—T‘ Tt Vdm1> (43)

zerlegt werden. Die Zeitableitung ist mit %I, die Jacobi-Matrix der diskretisierten

Fliisse erster Ordnung am Kollokationspunkt n mit ]};g;ﬁ;n und der zeitspektrale

Term ist mit Vd;,,I gegeben, wobei I die Einheitsmatrix ist, die alle KV pro Kolloka-
tionspunkt umfasst. Der zeitspektrale Term ruft nur Eintrdge in Nebendiagonalplat-
zen hervor, wie auch in der Matrixschreibweise gesehen werden kann

0 diI - dyI d_nNIo - P Y |

dq1 0 diI - dyI d.ND - oo dol

Dr1sy = d_zl d,ll 0 dll cee dNI d_NI s d_31
dq1 ceednI o d_NI - ceeod_q1 0

(4.4)

Fiir die zweidimensionalen, inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen hat die
rdumlichen Jacobi-Matrix eine Blockgrofie von [3 x 3|. Diese wird zum Kollokati-
onspunkt n ausgewertet. Nach der Dichte p und den zwei Geschwindigkeitskom-
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4 Losung des zeitspektralen Gleichungssystems

ponenten u = (u1, up) werden die Gleichungen jeweils abgeleitet. Die Matrix ergibt
sich zu

dR; IR, IR

o dpuy Idpup
raum.n dop  dpuyp Jpup : ’

dRs OR;  0Rs
do dpuy  dpuz /
Es ist zu beachten, dass die Dichte unverdnderlich ist. Die Matrix ]};gf,ﬁ;n ist fiir
inkompressible Fluide entsprechend schlecht konditioniert.

Die Jacobi-Matrix J wird auf Grund der GrofSe nicht direkt invertiert, sondern es
werden Approximationen gesucht, um eine moglichst hohe Genauigkeit bei gerin-
gem Speicher zu erreichen. Sicot, Puigt und Montagnac [66] nutzen ein Block-Jacobi-
Verfahren zur Vorkonditionierung des zeitspektralen Systems. Die Blocke umfassen
das gesamte Berechnungsgebiet und alle Stromungsvariablen zu einem Kollokati-
onspunkt n. Die Nebendiagonalterme aus der zeitspektralen Kopplung werden in
der Jacobi-Matrix vernachlédssigt und innerhalb einer Block-Jacobi-Iteration wieder
eingefiihrt. Es wird ein System der Form

1%
(_I+]107‘d )AW5,1+1

AT raum.n
= —VD, (W) —R,(W,,)) —VD,(AW)) 0 <n <2N+1 (4.6)
_IE;SM

gelost, wo der Index I die Jacobi-Iteration bezeichnet. Zur Losung des linearen Sys-
tems wird symmetric successive overrelaxation (SSOR) verwendet.

Das Jacobi- und Gaufi-Seidel-Verfahren benétigen diagonale Dominanz, um zu kon-
vergieren [62]. Mit zunehmender Anzahl an Harmonischen und hoheren Frequen-
zen entfernt sich das System jedoch immer weiter von der diagonalen Dominanz
und wird aufierdem steifer. Es ist daher unklar, ob ein Zeitgewinn im Vergleich zu
herkdmmlichen Zeitschrittverfahren erzielt werden kann. Die Methode zur Losung
des zeitspektralen Gleichungssystems wird {iiber die Jahre sukzessiv von Mundis
und Mavriplis [46, 49, 50, 51] weiterentwickelt, mit dem Ziel einen optimalen Loser
fir zeitspektrale Systeme zu finden.

Um unabhéngig von der diagonalen Dominanz des Systems zu sein, schlagen sie
die Verwendung eines flexiblen Generalized Minimum Residual (FGMRES) Ver-
fahrens nach Saad [62] als linearen Loser vor. Der FGMRES setzt nicht zwingend
diagonale Dominanz zur Losung des Systems voraus, zudem besteht eine engere
Kopplung der einzelnen Kollokationspunkte. Sie stellen fest, dass mit mehr Kol-
lokationspunkten das System schwieriger zu 16sen ist. Aus dieser Erkenntnis re-
sultiert ein Vorkonditionierer, bei dem der Zeitschritt unabhidngig von der Anzahl
der Kollokationspunkte und der Grundfrequenz ist. Diesen Vorkonditionierer be-
zeichnen sie auch als Wellenldngen-unabhéngig. Nachfolgend soll dieser GMRES-
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4.1 Zeitspektrale dichtebasierte Verfahren

Approximated-Factorization-Loser (GMRES-AF) nach Mundis und Mavriplis [51]
vorgestellt werden. Anhand dieses Losers wird deutlich gemacht, welche Unter-
schiede zwischen den innerhalb dieser Arbeit entwickelten Losern und den bereits
bekannten Losern bestehen.

Auf das Residuum von Gleichung 4.6 wird eine Defektkorrektur-Iteration angewen-
det. Die rdumliche Jacobi-Matrix zweiter Ordnung wird iiber diese Defektkorrektur
im System berticksichtigt. Es ergibt sich ein Gleichungssystem der Form

Vv
(o T TS ) (AW = aw)
BCGS

= —Rygy — VD, (AW') — ( I +J$£;Z;n) AW,,. 4.7)

ATFGMRES

Zuerst wird eine Iteration mit einer Jacobi-Matrix erster Ordnung mit einer dem
Gauf3-Seidel-Verfahren angepassten Zeitschrittweite durchgefiihrt, bevor innerhalb
einer zusidtzlichen Iterationsschleife das Ergebnis basierend auf einer Jacobi-Matrix
zweiter Ordnung korrigiert wird. Die Zeitschrittweite des Block-Gauf3-Seidel-Vor-
konditionierers ist mit Tgcgs und die hohere Zeitschrittweite des FGMRES ist mit

TFGMRES gegeben.

In dem System 4.7 ist der Zeitschritt des Vorkonditionierer immer noch abhéngig
von den aufgeldsten Frequenzen. Daher wird beim GMRES-AF-Loser der zeitspek-
trale Term mit in der Jacobi-Matrix betrachtet. Das zu losende System ergibt sich
zZu

|%
( T, + VDTSM) (AW, — AW))
TBCGS

= —Rpsy — VD, (AW!) — ( I+ J%Jizz’.;n> AW, (4.8)

ATFGMRES

Um die linke Seite des Systems 4.8 zu invertieren, wird eine approximierte Faktori-
sierung verwendet. Es erfolgt eine Zerlegung nach

vV
(—I + J}[g;ﬁ}n + VDTSM)

ATgcgs
= (I+ AtgcgsDrsm) ( ATBCGSI + J}[g;f.}n) - \ATBCGS]}é(LDLZf.}nDTSJ\@ (4.9)
Fe?(ler

sodass eine einfache Invertierung der einzelnen Komponenten moglich ist. Durch
die Approximation wird ein Fehler in das Gleichungssystem eingebracht. Dieser
Fehler skaliert mit Atpcgs und ist daher vernachléssigbar.

Zunidchst wird ein Zwischenwert durch Invertierung der zeitspektralen Matrix be-
stimmt. Die Inversion der Komponente erfolgt im Frequenzraum, da die Matrix
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4 Losung des zeitspektralen Gleichungssystems

dort nur Diagonalbeitrdge besitzt. Das Zwischenergebnis von Gleichung 4.8 wird
mit Hilfe einer FFT-Bibliothek wieder in den Zeitraum transformiert. Nun wird die
rdumliche Komponente der Jacobi-Matrix durch den Gauf3-Seidel-Algorithmus be-
rechnet. Damit ist das System vorkonditioniert und kann {iber einen flexiblen GM-
RES gelost werden.

Es ist festzuhalten, dass die nichtlinearen Navier-Stokes-Gleichungen diskretisiert
mit der TSM entweder durch ein Newton-Verfahren oder ein implizites Euler-Ver-
fahren geltst werden kénnen. Die Losung der Erhaltungsgleichungen erfolgt ge-
koppelt je KV. Innerhalb der Newton-Iterationen muss eine Jacobi-Matrix aufgestellt
und eine approximierte Inverse dieser bestimmt werden. Die Komplexitit, d.h. der
Grad der Approximation der Jacobi-Matrix, ist unterschiedlich und abhéngig vom
gewdhlten linearen Loser und Vorkonditionierer. Der effizienteste, zeitspektrale Lo-
ser fiir kompressible Anwendungen nutzt approximierte Faktorisierung innerhalb
eines Block-Gauf3-Seidel-Verfahren als Vorkonditionierer und 16st dieses System mit
einem flexiblen GMRES. Alle raumlichen und zeitlichen Blocke sind dadurch stark
miteinander gekoppelt.

4.2 Zeitspektrale Gleichungen innerhalb des
Druckkorrektur-Algorithmus

Im Gegensatz zu den in Abschnitt 4.1 vorgestellten Techniken wird in dieser Arbeit
ein Druckkorrektur-Verfahren zur Losung des gekoppelten Gleichungssystems an-
gewendet. Dieses ist ein Jacobi-Matrix-freies Verfahren, d.h. das Aufstellen und In-
vertieren der Jacobi-Matrix entfillt. Die Gleichungen werden entkoppelt voneinan-
der gelost. Die Aktualisierung der einzelnen Stromungsgrofsen erfolgt verzogert.

Bei den inkompressiblen, zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen ohne Tur-
bulenzmodellierung ergeben sich drei Gleichungssysteme (zwei Impulskomponen-
ten und eine Druckgleichung). Diese werden nacheinander entkoppelt gelost. Es
erfolgt eine Linearisierung mit Hilfe der Picard-Iteration. Die Impulsgleichungen
mit dem zeitspektralen Operator werden innerhalb des Prediktor-Schrittes gelost,
wihrend die Druckkorrektur-Gleichung im Korrektor-Schritt berechnet wird.

Angelehnt an die Herleitung in Kapitel 2.5 ist der Prediktorschritt in Matrixschreib-
weise {iber

Al ul + Y AL ufr = Q(uf ) — VP — Dy (uf ) mit0 < n < 2N +1
I
(4.10)

gegeben, wo die Diagonaleintrage der Losungsmatrix mit A’g/n, die Nebendiagonal-
eintrdge aus der raumlichen Diskretisierung mit Aé‘ ,» der zeitspektrale Operator mit
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4.2 Zeitspektrale Gleichungen innerhalb des Druckkorrektur-Algorithmus

D, (uf~1) und zusitzliche Quellterme mit Q(uf~!) gegeben sind. Die Kollokations-
punkte sind mit dem tiefgestellten Index n gekennzeichnet und der hochgestellte
Index k kennzeichnet die Druckkorrektur-Iteration. Aus der Definition des zeitspek-
tralen Operators folgt, dass alle Impulsgleichungen aller Kollokationspunkte n ge-
koppelt sind.

Innerhalb der Druckkorrektur-Gleichung taucht keine explizite Zeitableitung auf.
Daher sind die Kollokationspunkte n im Korrektor-Schritt entkoppelt. Es werden
2N + 1 entkoppelte System der Form

V- (Puﬁ*) =V ( ! (Vpc,/n>> (4.11)

gelost. Die zeitspektrale Approximation hat keinen Einfluss auf das Gleichungssys-
tem im Korrektor-Schritt.

Es ist festzuhalten, dass die zeitspektrale Diskretisierung allein im Prediktor-Schritt
zu Anderungen im Losungsschema fiihrt. Die Umsetzung der Kopplung der Ge-
schwindigkeitsfelder hat entscheidenden Einfluss auf die Performance und Kon-
vergenz des Algorithmus. Bei Verwendung dichtebasierter Verfahren zeigten sich
Probleme beim Losen mit hohen Frequenzen und vielen Kollokationspunkten. Dies
ist auch bei druckbasierten Verfahren der Fall. Daher sind unterschiedliche Strategi-
en zur effizienten Losung des zeitspektralen Systems im Rahmen dieser Arbeit ent-
wickelt worden. Eine Ubersicht der implementierten und getesteten Algorithmen
gibt Tabelle 4.2. Eine ausfiihrliche Darstellung der Algorithmen ist nachfolgend zu
finden.

] Bezeichnung \ 7] \ BGS \ GMRES-DILU \ GMRES-DILU-PETSc ‘
Loser Jacobi- Block-Gaufs- | FGMRES FGMRES
Verfahren | Seidel-
Verfahren
mit direkter
Block-
Invertierung
durch
Cholesky-
Zerlegung
Vorkon- - iLU iLU
ditionierer
Bibliotheken | - - - PETSc

Tabelle 4.2: Uberblick der verwendeten Loser und Vorkonditionierer
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4 Losung des zeitspektralen Gleichungssystems

4.3 Losungsstrategien

4.3.1 Zeitliches Jacobi-Verfahren

Die Losung des Gleichungssystems 4.10 erfolgt zunéchst tiber eine Jacobi-Iteration.
Der Prediktor-Schritt am Kollokationspunkt 7 ist mit

Af ub £ Y AF ufr = D, (uf ) - i+ Q(uf ) (4.12)
I

gegeben. Die rdumlichen Blocke werden zum Iterationszdhler kx ausgewertet, wah-
rend die zeitspektralen Terme aus den Feldern der alten Iteration k — 1 abgeschétzt
werden. Nach allen KV eines Kollokationspunktes n wird gleichzeitig gelost.

Zur Veranschaulichung wird ein Berechnungsgebiet mit neun KV betrachtet. Das
Berechnungsgebiet ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Die einzelnen KV sind von eins
bis neun durchnummeriert.

——
(D))

O—2—

Abbildung 4.1: Berechnungsgebiet bestehend aus neun KV

Fiir dieses Problem wird beispielhaft die Losungsmatrix aufgestellt. Die Haupt- und
Nebendiagonalterme der linearen Losungsmatrix werden in A zusammengefasst.
Das Gleichungssystem im Prediktor-Schritt fiir den Kollokationspunkt n = 0 ist

Al ulr = D, (uf ) - Ve Qul ). (4.13)

Die Diagonal- und Nebendiagonaleintrége, A’C‘,n und AF | resultierend aus der di-

l, 7
rekten Nachbarschaftsbeziehung sind in "
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Kvi1(2|3|4|5|6|7|8]|9
1 | X [ X X
2 [ X X | X X
3 X | X X
K 4 |'X X [ X X
A = 5 X X | X [ X X (4.14)
6 X X | X X
7 X X X
8 X X | X [ X
9 X X | X

schematisch dargestellt. Die Matrix hat nur rdumliche Eintrdage. Die Nebendiagonal-
eintrdge aus der rdumlichen Diskretisierung sind in griin hinterlegt. Es zeigt sich,
dass die Losungsmatrix diinn besetzt ist mit der Grofle [KV-Anzahl x KV-Anzahl].
Der zeitspektrale Operator wird aus den alten Geschwindigkeitsfeldern berechnet.
Es handelt es sich daher um eine schwache zeitliche Kopplung.

Der Pseudocode fiir eine schwache Kopplung des zeitspektralen Operators ist sche-
matisch in Programm 4.1 dargestellt. Zuerst werden die Geschwindigkeiten basie-
rend auf dem alten Druckgradienten fiir jeden Kollokationspunkt n und jede rdaum-
liche Komponente i berechnet. Anschlieffend wird die Druckkorrektur-Gleichung
tiir jeden Kollokationspunkt gelost. Nach jedem Iterationsschritt k werden die Ge-
schwindigkeitsfelder u = (u1, up, u3) ausgetauscht und der neue zeitspektrale Ope-
rator ermittelt.

//Druckkorrektur -Iteration 1

for k=1, ..., K do 2

//Iteration iber die Kollokationspunkte 3

for n = 1,...,2N+1 do 4

//Iteration iiber die Impulskomponenten 5

for i = 1,...,3 do 6

Lose nach uﬁi //gekoppelt fir alle KV 7

end for 8

Lose nach Vp’ccln 9

Lose Turbulenzgleichung 10

end for 11

Berechne D, (uf) 12

Berechne raumlich—zeitliches Residuum 13

If Residuum < Toleranz Stop. 14

end for 15
Programm 4.1: Pseudocode fiir den ZJ-Loser
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4 Losung des zeitspektralen Gleichungssystems

Es werden zwei Parallelisierungsstrategien verwendet. Die rdumliche Parallelisie-
rung je Kollokationspunkt wird tiber Partitionierung umgesetzt. Dazu werden be-
reits in OpenFOAM®) vorhandene Funktionalititen genutzt. Die Parallelisierung
erfolgt tiber die OpenMPI-Bibliotheken. Zusitzlich wird die Zeitebene parallelisiert.
Jeder Kollokationspunkt n wird auf einem separaten Prozessor gelost. Nach Berech-
nung aller Stromungsfelder fiir alle Punkte wird der zeitspektrale Operator auf ei-
nem Masterprozessor zusammengefiihrt. Anschlieflend wird das Feld an die ande-
ren Prozessoren mit einer Broadcast-Operation verteilt. Auch fiir die zeitliche Paral-
lelisierung werden die OpenMPI-Bibliotheken verwendet.

Die Gleichungssysteme im Prediktor- und Korrektor-Schritt werden iiber bekannte
lineare Loser gelost. Zur Losung des linearen Systems im Prediktor-Schritt wird ein
Gaufs-Seidel-Verfahren genutzt und im Korrektor-Schritt ein Krylow-Verfahren mit
einer inkompletten LU-Zerlegung (iLU).

Der Z]J-Loser zeichnet sich durch seine gute Parallelisierbarkeit und einfache Imple-
mentierung in einen vorhandenen Stromungsloser aus.

4.3.2 Block-Gaul-Seidel-Verfahren mit direkter
Block-Invertierung

Durch Verwendung des Jacobi-Verfahrens reduzieren sich die Konvergenzeigen-
schaften des Loser mit hoheren Frequenzen und Harmonischen, da sich die Sys-
temmatrix von der diagonalen Dominanz entfernt. Die zeitliche Kopplung inner-
halb des raumlichen Jacobi-Verfahrens ist schwach. Um dies zu beheben, wird der
Losungsalgorithmus in diesem Abschnitt auf eine starke zeitliche Kopplung aus-
gerichtet. Statt einer Kopplung der rdumlichen Blocke werden hier alle Kolloka-
tionspunkte je KV gekoppelt vgl. [51]. Es ergeben sich damit Blocke der Grofie
[(2N +1) x (2N + 1)]. Die raumlichen Residuenbeitrdge werden durch Losung in-
nerhalb eines Block-Gauf3-Seidel-Algorithmus beibehalten. Fiir jedes KV c ist

Akuk* —|—D ZAk 1% k 1x vpk 1 Q(uk—l) (4.15)
ABGS uf*
zu l6sen. Bei dem Term ) A;‘_l* ;‘ 1 steht der Iterationszahler k — 1x fiir die aktu-

ellsten Nebendiagonalterme.

Fiir das in Abschnitt 4.3.1 gezeigt Beispiel ergibt sich im Prediktor-Schritt die Lo-
sungsmatrix zu

(4.16)
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Die Losungsmatrix im direkt zu 16senden Block ist iiber die Kollokationspunkte ge-
ordnet. Die Nebendiagonalen aus der raumlichen Diskretisierung tauchen als Quell-
terme auf der rechten Seite von Gleichung 4.15 auf. Die Hauptdiagonalen der Lo-
sungsmatrix werden durch Terme der rdumlichen Diskretisierung besetzt. Der zeit-
spektrale Term hat keine Eintrdge in der Hauptdiagonalen. Der zeitspektrale Term,
in Gleichung 4.16 hinterlegt in rot, verursacht nur Eintrdge in den Nebendiagonalen
der Losungsmatrix. Durch diese Losungsstrategie ergibt sich eine vollbesetzte Lo-
sungsmatrix. Es ist anzumerken, dass die Grofie eines Blockes des BGS-Losers viel
kleiner ist als die Matrix des ZJ-Losers, da in der Regel die Anzahl der Harmoni-
schen deutlich geringer ist als die Anzahl der KV.

Zur Losung des vollbesetzten Systems wird ein direkter Loser mit Cholesky-Zer-
legung verwendet. Da die Systeme sehr klein sind, féllt die kubische Komplexitat
des direkten Losers erst bei stark zunehmender Anzahl an Harmonischen ins Ge-
wicht.

Bei Verwendung des Losers kommt es bei rdumlichen Diskretisierungen zweiter
Ordnung zu Konvergenzproblemen. Das Gauf3-Seidel-Verfahren ist auf diagonale
Dominanz angewiesen. Bei rdumlicher Diskretisierung zweiter Ordnung reduziert
sich der Beitrag des konvektiven Terms innerhalb der Diagonalen und die zeitspek-
tralen Eintrdge in den Nebendiagonaltermen tiberwiegen. Kleine Unterrelaxations-
faktoren sind notwendig, um diagonale Dominanz zu erhalten. Um die Konditio-
nierung der Matrix bei Diskretisierung des konvektiven Terms mit erster Ordnung
zu erhalten und dennoch eine Genauigkeit zweiter Ordnung zu bekommen, wird
eine Defektkorrektur (DK) eingefiihrt [23].

DK-Verfahren [9] werden verwendet, um diskrete Losungen hoher Ordnung fiir Dif-
ferentialgleichungen bei iterativen Berechnungen auf Basis von Losungen niederer
Ordnung zu erhalten. Der Defekt durch eine Ndherungslosung wird bestimmt. Die
Funktionsweise wird an dem System A -u = Q erkldrt. Die konvektiven Terme
seien in

Ah Uy = Qh (417)
mit einem Diskretisierungsschema erster Ordnung und in
Ay-u,=Q, (4.18)

mit einem Diskretisierungsschema zweiter Ordnung approximiert. Dann ergibt sich
die Gleichung fiir die DK nach Auzinger [9] zu

Ath_H = Ahuz — (Ahuz - Qh), s=0,1,... (4.19)

Zuerst wird das System 4.17 geldst und der Startwert u) fiir die DK-Iteration 4.19
verwendet. Die Konvergenzeigenschaften der DK sind abhdngig von der Approxi-
mation A, ~ A, Dwight, Lucas und Bijl [23] geben fiir ausreichend kleine Feh-
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4 Losung des zeitspektralen Gleichungssystems

ler an, dass zehn bis zwanzig DK-Iteration notwendig sind. Die zusatzlichen DK-
Iterationen konnen die Anzahl der zu 16senden linearen Gleichungssysteme erho-
hen. Die Losung des Systems A, ist jedoch meist schneller als die Losung des Sys-
tems Ah.

Der Pseudocode fiir den BGS-Loser mit DK-Iterationen ist in Programm 4.2 zu se-
hen. Es ergeben sich insgesamt vier Schleifen zur Losung der Impulsgleichungen:
die Druckkorrektur-Iteration k, die einzelnen Impulskomponenten i, die Iteration
tiber die KV ¢ und die DK-Iteration s.

//Druckkorrektur -Iteration 1
for k=1, ..., K do 2
//Iteration iber die Impulskomponenten 3

for i=1, ...,3 do 4
//Defektkorrektur -Iteration 5

for s=1,...,S do 6
//Iteration iber die KV 7

for c = 1,...,C do 8

Lose nach u’c‘t //gekoppelt geldst 9

end for 10

Lose nach uijl 11

end for 12

end for 13
//Iteration iiber die Kollokationspunkte 14
for n =1, ..., 2N+1 do 15
Lose nach Vﬁfﬂ //nicht gekoppelt geldst 16

Lose Turbulenzgleichungen 17

end for 18
Berechne raumlich—zeitliches Residuum 19

If Residuum < Toleranz Stop. 20

end for 21

Programm 4.2: Pseudocode fiir den BGS-Loser

In Abbildung 4.2 sind die einzelnen Parallelisierungsschritte innerhalb dieses Al-
gorithmus zur Veranschaulichung grafisch dargestellt. Die raumliche Ebene wird
tiber Partitionierung analog zu dem ZJ-Algorithmus parallelisiert. Dies erfolgt tiber
die in OpenFOAM® eingebundenen OpenMPI-Bibliotheken. Wie in Abbildung 4.2
zu sehen, erfolgt eine Zerlegung des Berechnungsgebietes in drei Untergebiete, so-
wohl im Prediktor- wie auch im Korrektor-Schritt. Jedes Untergebiet (CPUO, CPU1,
CPU2) befindet sich auf einer einzelnen CPU. Zusétzlich dazu werden die zeitlichen
Blocke im Prediktor-Schritt tiber die OpenMP-Bibliothek parallelisiert. Dies erfolgt
in OpenMP iiber Threads. Im Rahmen dieser Arbeit werden pro CPU vier Threads
genutzt. Diese sind in Abbildung 4.2 durch die unterschiedlichen Helligkeitsabstu-
fungen gekennzeichnet und zusétzlich mit den Abkiirzungen (TO, T1, T2, T3) be-
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nannt. Auf jeder CPU werden also mehrere Threads ausgefiihrt. Eine Beschleuni-
gung durch OpenMP erfolgt nur im Prediktor-Schritt. Im Korrektor-Schritt steht nur
Parallelisierung durch OpenMPI zur Verfiigung. Diese Losungsstrategie ermoglicht
einen hohen Grad an Parallelisierung.

Berechnungs-
gebiet

Prediktor Korrektor

ortliche Zerlegung l I

OpenMPI

¢

zeitliche Zerlegung 10 T1|T2

OpenMP
P T3

Abbildung 4.2: Darstellung der Parallelisierungsstrategie im BGS-Loser

4.3.3 Voll gekoppeltes zeitlich-raumliches System

Um sowohl einer hohen Anzahl von Harmonischen, wie auch rdumlichen Gradi-
enten gerecht zu werden, wird ein Algorithmus mit einer starken Kopplung der
raumlichen und zeitlichen Ebene analysiert. Die Diskretisierungsterme werden nach
Kollokationspunkten sortiert in ein Gleichungssystem geordnet. Die zeitspektralen
Terme und die raumlichen Fliisse werden zur Iteration k* ausgewertet

AF uk +ZA Juls + Dy (uf) = —=Vpb 1 + Qui ). (4.20)

Fiir das in Abschnitt 4.3.1 gegebene Beispiel ist die Impulsgleichung mit

AFut = —vpk T Q(ul ) (4.21)
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4 Losung des zeitspektralen Gleichungssystems

gegeben. Die Losungsmatrix und ein vergrofSerter Ausschnitt dieser sind nachfol-
gend dargestellt

(4.22)
C
to t tz\
to
C t )
tr
(4.23)

Die Eintrage sind hier explizit angegeben. Die Beitrdge aus dem zeitspektralen Term
sind in rot hinterlegt und die Nebendiagonalen aus der raumlichen Diskretisierung
in griin. Insgesamt besitzt die Systemmatrix pro einzelner Gleichung eine Grofie von
[(KV-Anzahl x (2N + 1)) x (KV-Anzahl x (2N +1))].

Es bildet sich eine Bandmatrix. Die Bandbreite des mittleren Bandes ist durch die
Anzahl an Harmonischen gegeben. Die Blocke auf dem mittleren Band entsprechen
von der Struktur den einzelnen Blocken aus dem BGS-Loser.

Zur Losung des linearen Systems wird die flexible Variante des GMRES-Verfahren,
auch FGMRES genannt, nach Saad [62] genutzt. Das GMRES- und FGMRES-Verfah-
ren werden angewendet, um iterativ die Losung diinnbesetzter, linearer Gleichungs-
systeme zu bestimmen. Es handelt sich bei beiden Verfahren um Krylow-Unter-
raum-Verfahren. Der kte-Krylow-Unterraum K einer Matrix A und eines zugehori-
gen Vektors b ist mit /Cx(b, A) := span{b, Ab, Ab, ..., A*"1b} gegeben. Um die Lo-
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4.3 Losungsstrategien

sung des linearen Systems zu bestimmen, wird im GMRES-Verfahren die Norm des
Residuums |[b — Axg||, mit der Startlosung x¢ im Krylow-Unterraum minimiert.
Die orthogonale Basis des Krylow-Raums kann mit dem Arnoldi-Verfahren berech-
net werden. Im Gegensatz zum GMRES kann beim FGMRES die Vorkonditionie-
rungsmatrix in jedem Schritt aktualisiert werden. Diese Flexibilitdt bietet vor allem
Vorteile bei der Entwicklung robuster Algorithmen fiir parallele Rechner. Allerdings
benoétigt der FGMRES im Vergleich zum GMRES mehr Speicher, da zusitzliche Vek-
toren auf der Platte abgelegt werden miissen.

Der FGMRES-Loser bietet den Vorteil nicht auf diagonale Dominanz angewiesen zu
sein und die einzelnen Kollokationspunkte und die rdumlichen Ableitungen stark
zu koppeln. Zur Vorkonditionierung des Systems wird eine inkomplette LU-Zerle-
gung (iLU) in zwei Variationen verwendet. Da die Nummerierung der Matrix einen
entscheidenden Einfluss auf die Effizienz des Vorkonditionierers hat, wird das Sys-
tem mit dem Cuthill-McKee-Algorithmus vorsortiert [62]. Dieser Algorithmus hat
das Ziel die Bandbreite der Matrix zu reduzieren. Der Cuthill-McKee-Algorithmus
ist als Funktion im Stromungsloser vorhanden.

Bei der ersten Variante des Vorkonditionierers sind die zeitspektralen Terme nicht
in der Vorkonditionierungsmatrix enthalten. Diese Terme werden erst im FGMRES-
Loser berticksichtigt. Die Sortierung der Losungsmatrix im Stromungsloser erfolgt
nach den Nachbarschaftsbeziehungen der KV-Oberflachen. Benachbarte KV liegen
im Speicher zusammen. Durch die zeitspektrale Diskretisierung ergeben sich zu-
sdtzliche Nebendiagonalwerte. Eine andere Lokalisierung der Nebendiagonalter-
me im Speicher auf Basis der Stromungsloser-Bibliotheken ist mit erheblichem Pro-
grammieraufwand verbunden. Daher erfolgt die Vorkonditionierung ohne zeitspek-
trale Terme und der FGMRES wird so adaptiert, dass der zeitspektrale Operator
enthalten ist. Diese Losungsstrategie wird mit der Abkiirzung GMRES-DILU be-
zeichnet.

Es ist ersichtlich, dass die Vernachlédssigung der zeitspektralen Terme im Vorkon-
ditionierer dessen Performance herabsetzt. Daher wird noch eine zweite Variante
untersucht. Bei der zweiten Variante, abgekiirzt iiber GMRES-DILU-PETSc, werden
Funktionen der offenen Bibliothek PETSc [10] genutzt. Es wird eine externe Biblio-
thek genutzt, da eine einfache Adaption der linearen Loser und Vorkonditionierer
im Stromungsloser OpenFOAM® nicht moglich ist.

PETSc ist eine Bibliothek, die Datenstrukturen und skalierbare, parallele Funktionen
zur Losung von linearen Systemen enthélt. Im Prediktor-Schritt werden die Eintrédge
der Losungsmatrix bandweise aus dem Stromungsloser an PETSc iibergeben. Da
es sich bei dem zeitspektralen Operator um eine konstante Matrix handelt, wird
diese zu Beginn des Loseraufrufs iibergeben und verbleibt tiber die Rechenzeit im
Speicher. Nur die Koeffizienten aus der raumlichen Diskretisierung werden in jeder
Iteration neu gesetzt. Das zeitspektrale Impulsgleichungssystem wird in PETSc mit
einer inkompletten LU-Zerlegung vorkonditioniert und iiber einen FGMRES gelost.
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4 Losung des zeitspektralen Gleichungssystems

Die Losung der Druckkorrektur-Gleichung je Kollokationspunkt erfolgt weiterhin
entkoppelt im Stromungsloser.

Der Pseudocode fiir beide Algorithmen ist in Anlehnung an Saad [62] in dem Pro-
gramm 4.3 zu sehen. Die Laufvariable fiir die Iterationsschleife ist k, fiir die Impuls-
komponenten i und fiir die Krylow-Vektoren j. Beide Varianten der Vorkonditionie-
rung unterscheiden sich nur in der Vorkonditionierungsmatrix M in Zeile 7.

//Druckkorrektur -Iteration 1

for k =1, ..., K do 2

//Iteration iiber die Impulskomponenten 3

for 1 =1, ...,3 do 4

Berechne ryp=b — Aug, 8 = ||rg||2, und vi = rg/B 5

for j=1, ...,J] do //Krylow-Vektoren 6

Berechne z;:= Mj_lv]- //Vorkonditionierung 7

Berechne w:= Az; 8

for 1 =1, .., j do 9

hl,j = (W, Vl) 10

W I=W — I’ll,]'Vl 11

end for 12

Berechne hi ;= ||wl|] und v; 1 =w/hjq; 13

Definiere Zj:=[zy,..,z;],H) = hy; mit 14

1<I<j+1L1<j<]

end for 15

Berechne yj = argminy||ﬁel —Hjyl|l2, und u; =uy+Zjy; 16

If Residuum < Toleranz Stop. 17

end for 18

//Iteration ilber die Kollokationspunkte 19

for n =1, ..., 2N+1 do 20

Lose nach vp’g,n 21

Lose Turbulenzgleichungen 22

end for 23

Berechne rdaumlich—zeitliches Residuum 24

If Residuum < Toleranz Stop. 25

end for 26
Programm 4.3: Pseudocode fiir den GMRES-DILU- und GMRES-DILU-PETSc-

Loser

Eine Parallelisierung beziiglich der einzelnen Kollokationspunkte ist im Rahmen
dieser Algorithmen im Prediktor-Schritt nicht mehr moglich. Die Parallelisierung
erfolgt nur noch tiber Partitionierung der KV. Fiir die Ausfiihrung des Algorith-
mus in der ersten Variante werden die Funktionen von OpenMPI im Stromungs-
16ser genutzt. Innerhalb von PETSc sind parallele Funktionen auch tiber OpenMPI
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4.4 Behandlung der Turbulenzgleichungen

umgesetzt. Dies ermoglicht eine einfache Anbindung des Stromungslosers Open-
FOAM® an PETSc bei parallelen Rechnungen. Auch bei der zweiten Vorkonditio-
nierung konnen daher die Umfange von OpenMPI voll genutzt werden.

4.4 Behandlung der Turbulenzgleichungen

Bei Berechnung turbulenter Strémungen wird das SA-Turbulenzmodell zur Schlie-
ffung des Gleichungssystems verwendet. Wie in Abschnitt 2.2.1 gezeigt, ist auch die
Turbulenzvariable 7 direkt von der Zeit abhidngig, sodass eine zeitspektrale Diskre-
tisierung der Zeitableitung notwendig wird.

Die Transformation erfolgt analog zu Abschnitt 3.1.2. Er ergeben sich 2N + 1 gekop-
pelte Gleichungssysteme fiir jeden Kollokationspunkt n der Form

N
E dmﬂn+m + V- (unﬂn)
m=—N

~ 0\ 2
~ % 1 - - -
= p15nTn — Cwl fuy, (w—”> + (v - ((vn + Un) V) + cbz(vvn)Z) . (429

n

Die Variablen werden an dem jeweiligen Kollokationspunkt ausgewertet. Der di-
mensionslose Wandabstand w wird fiir jeden Kollokationspunkt einzeln berechnet,
sodass auch die Verschiebung der KV aufgrund von Netzbewegung berticksichtigt
werden kann. Die Diskretisierung der Zeitableitung hat keinen Einfluss auf die im
Stromungsloser verwendeten Wandfunktionen. Daher konnen Funktionen des Stro-
mungslosers ohne Anderungen verwendet werden.

Auch im Turbulenzmodell hat die Wahl der Loserstrategie erheblichen Einfluss auf
das Konvergenzverhalten des Gleichungssystems. Der Loser der Turbulenzvaria-
ble wird deshalb auf den Loser im Prediktor-Schritt abgestimmt, d.h. bei Verwen-
dung eines FGMRES im Prediktor-Schritt wird auch die Turbulenzvariable mit ei-
nem FGMRES unter Kopplung aller zeitlicher und rdaumlicher Terme geldst. Den-
noch erfolgt die Losung der Turbulenzgleichungen im Zuge der Druckkorrektur
entkoppelt von Impuls- und Druckkorrekturgleichung. In jeder neuen Druckkor-
rektur-Iteration werden die Eintrage aus der Turbulenz auf Basis der alten Iteration
in die Impulsgleichung eingefiigt.
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5 Beurteilung der Gute der
instationaren Berechnungen

In diesem Kapitel werden die Prozesse zur Bewertung der Giite numerischer Stro-
mungsberechnungen vorgestellt. Zwei laminare Testfdlle werden mit Zeitschritt-
verfahren und den zuvor vorgestellten zeitspektralen Losern untersucht. Die Feh-
ler der zeitaufgelosten Rechnungen durch rdumliche und zeitliche Diskretisierung
werden abgeschitzt und die grundlegenden Strukturen der Stromung identifiziert.
Die Ergebnisse mit der zeitspektralen Diskretisierung werden den Ergebnissen mit
Zeitschrittverfahren gegentibergestellt. Anschlieflend werden die zeitspektralen Lo-
sungsstrategien hinsichtlich Konvergenzverhalten, Effizienz und Speicherbedarf be-
wertet.

5.1 Methoden zur Loserbewertung

Zur numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen auf beliebigen Gebieten
miissen die Terme diskretisiert werden und das Rechengebiet muss in KV zerlegt
werden. Zudem findet eine Linearisierung statt und die Turbulenz wird durch ge-
eignete Modelle approximiert. Unterschiedliche Verfahren zur Losung der gekop-
pelten Gleichungen haben sich etabliert. Durch die einzelnen Schritte werden ver-
schiedene Fehler in das System eingebracht. Die Beurteilung der Ergebnisse setzt
die Kenntnis dieser Fehler voraus und die Fahigkeit, die Fehler abzuschitzen. Eine
Abgrenzung der Fehler zueinander hilft die Qualitdt der Simulationen zu beurtei-
len und zu priifen, ob die geforderte Genauigkeit erfiillt wird. Nach [26] werden die
Fehler unterteilt in

e Modellfehler,

e Diskretisierungsfehler,

e [terationsfehler und

e (Programmier- und Anwenderfehler).

Unter Modellfehlern versteht man den Fehler durch Annahmen und Vereinfachun-
gen in den Eingangsdaten und der Modellierung der Berechnung. So sind z.B. die
genauen Abhéngigkeiten des Fluids von Grofien wie Druck, Temperatur oder Zu-
sammensetzung nicht bekannt und es werden Annahmen z.B. bei der Turbulenz
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5.1 Methoden zur Loserbewertung

und der Transition getroffen. Weitere Abweichungen zwischen exakter und model-
lierter Losung stammen aus der Reduzierung des Gesamtsystems auf kleinere Teil-
systeme. Bei Radialverdichtern werden z.B. nur einzelne Schaufelpassagen gerech-
net unter Vernachldssigung des Spiralgehduses. Dies schont die Ressourcen, aber
die Wechselwirkungen zwischen den Systemen kénnen so nicht betrachtet werden.
Auch bei der Vernetzung werden komplexe Geometrien vereinfacht, um ein rechen-
tahiges Netz zu erzeugen [26].

Getrennt davon ergeben sich Diskretisierungsfehler durch die Approximation von
Oberflachen-, Volumen- und Zeitintegralen. Die exakte Losung der Erhaltungsglei-
chung weicht ab von der Losung des diskretisierten Systems. Bei konsistenter Ap-
proximation reduziert sich die Grofie des Fehlers mit der Auflosung der zeitlichen
und rdumlichen Dimensionen. Die lokale Auflosung der Zeitschritte muss an die
Zeitableitung angepasst werden und die lokale rdumliche Aufldsung muss an die
rdaumlichen Gradienten adaptiert werden. Die Ordnung des Diskretisierungssche-
ma bestimmt die Rate, mit welcher der Fehler reduziert wird.

Weitere Fehler werden durch das vorzeitige Beenden der Berechnung verursacht.
Die Losung des diskretisierten Systems erfolgt bis zu einem vorher definierten Ab-
bruchkriterium. Fiir die meisten Berechnungen im industriellen Umfeld werden die
Systeme nicht bis auf Maschinengenauigkeit geldst, sondern es ist lediglich eine
Reduktion um drei bis vier Grofsenordnungen der Residuen vorgesehen. Die Be-
urteilung der Residuen erfolgt anhand einer Norm. Dazu werden entweder die
L1-Norm, die Summe der absoluten Residuen, oder die L2-Norm, die Wurzel aus
der Summe der Quadrate aller Elemente, genutzt. Das notwendige Abbruchkrite-
rium ist abhdngig von der Komplexitat des Testfalls und wird daher fallspezifisch
untersucht. Aufierdem flielen Rundungsfehler durch die arithmetischen Operatio-
nen ein. Sowohl Fehler durch friihzeitigen Abbruch der Iterationen wie auch Fehler
durch die arithmetischen Operationen werden unter dem Begriff Iterationsfehler
zusammengefasst. Diese konnen untersucht werden, indem die Anzahl der Rechen-
schritte erhoht und die Zielgrofien bei Simulationsende mit Zwischenergebnissen
verglichen werden.

Die letzte Kategorie umfasst die Programmier- und Anwenderfehler. Bei neu ent-
wickelten und implementierten Stromungscodes ist eine ausgiebige Testphase not-
wendig, um auftretende Programmierfehler im Code zu identifizieren und zu behe-
ben. Hierzu hilft auch die Analyse der Iterations- und Diskretisierungsfehler. Eine
Anzahl an Berechnungsfillen, die sich sowohl in der Komplexitit, als auch im Auf-
wand unterscheiden, werden getestet und die Losung auf Sinnhaftigkeit untersucht.
Oftmals werden auch Berechnungsfélle, bei denen eine analytische Losung bekannt
ist, verwendet. Anwenderfehler resultieren aus ungeeigneter Wahl des Nutzers von
Modellen, Randbedingungen, Netz- oder Zeitauflosung.

Die Analyse der Fehler und die Beurteilung, ob die gegebene Implementierung fa-
hig ist, ein konzeptionelles Modell auf geforderte Genauigkeit zu losen, ist Gegen-
stand des Prozesses der Verifikation [61]. Mehrere Rechengitter und bei instatio-
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5 Beurteilung der Giite der instationdren Berechnungen

nidren Rechnungen Zeitschritte sind notwendig, um fiir die untersuchten Félle den
Fehler zu evaluieren. Die Ordnung der verwendeten Verfahren ist entscheidend. In
Abschnitt 3.3.1 ist dargestellt, dass bei herkommlicher Zeitdiskretisierung hohere
Diskretisierungsfehler als bei der TSM zu erwarten sind.

Als ein einfaches Werkzeug zur Einschidtzung des Diskretisierungsfehlers wird die
Richardson-Extrapolation verwendet [59]. Die Richardson-Extrapolation ist nur giil-
tig bei ausreichend kleinen und uniformen Gitter- bzw. Zeitschritten, monotoner
Konvergenz und wenn Terme hoherer Ordnung in der Reihenentwicklung des Dis-
kretisierungsfehlers klein sind. Eine Extrapolation der Losung kann dann tiber

fexakt = f1+ fl f2 (5.1)

abgeschitzt werden, wobei f,, . eine bessere Approximation der Losung darstellt
und f; die Losung auf dem feinen Netz bzw. mit dem kleinen Zeitschritt und f,
die Losung auf dem groben Netz bzw. mit dem groflen Zeitschritt ist. Die Gro-
Ber = % stellt das Verhiltnis der Gitter- bzw. Zeitschritte zueinander dar und
die Ordnung der Diskretisierung ist mit o gegeben. Die Grofie f kann neben z.B.
Geschwindigkeits- oder Druckwerten auf einem KV auch integrale Werte, wie den
Auftriebsbeiwert oder das Drehmoment eines Laufrads, darstellen. Falls die Ord-
nung des Diskretisierungsverfahrens nicht bekannt ist, wird diese tiber drei Gitter-
bzw. Zeitstufen nach

~ fa—fs .
o ~ log <f1 —fz) /log(r) (5.2)

abgeschitzt [60]. Eine Abschdtzung des Fehlers fiir das feine Netz bzw. den kleinen
Zeitschritt wird mit

Erel
Eq o1 (5.3)

L

und fiir das groben Netz bzw. den grofien Zeitschritt mit

0
" €rel

Er =~ .
SRR

(5.4)

berechnet. Die relative Abweichung zwischen dem feinen und dem groben Netz-
/ Zeitschritt berechnet sich nach

fo—h

€rel = f (5.5)
und die absolute Abweichung berechnet sich nach
€abs = |f2 - fll : (5.6)
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5.2 Simulationsmodelle

Um Unsicherheiten in der Losung gerecht zu werden und einen einheitlichen Stan-
dard zur Bewertung von Konvergenzstudien zu haben, schldgt Roache [60] die Ein-
fithrung von Sicherheitsfaktoren vor. Aus der Multiplikation des Fehlers E mit ei-
nem Sicherheitsfaktor Fg leitet sich der Grid Convergence Index (GCI) her. Dieser
ergibt sich formal zu GCI = Fg|E|. Roache merkt auch an, dass die Erweiterbarkeit
des Verfahrens auf spektrale und pseudo-spektrale Verfahren nicht klar ist. Ande-
re Extrapolationsmethoden sind fiir diese Verfahren notwendig. Im Rahmen dieser
Arbeit wird diese Methode daher nicht verwendet, sondern es werden die relativen
Abweichungen betrachtet.

Dem Prozess der Verifikation schliefst sich der Prozess der Validierung an [2]. Unter
der Validierung versteht man die Abschitzung der Abweichung zwischen einem
Modell und der Realitdt. Eine Validierung erfolgt immer auf Basis experimentel-
ler Daten. Die Akquise von experimentellen Daten und die Auswertung der Daten,
sodass eine sichere Basis zur Validierung der Rechnungen gegeben ist, ist im Rah-
men dieser Arbeit nicht moglich. Es soll jedoch nachgewiesen werden, dass die Dis-
krepanz zwischen zeitaufgelosten und zeitspektralen Rechnungen in Abhédngigkeit
der Fragestellung vernachléssigbar ist und dass wenige Moden ausreichen, um die
grundlegenden zeitlichen Strukturen aufzuldsen.

5.2 Simulationsmodelle

Nachfolgend werden die zeitspektralen Implementierungen an einem analytischen
Berechnungsfall gepriift. Anschliefsend werden die zeitspektralen Loser mithilfe ei-
nes zweiten laminaren Berechnungsfalls gegentibergestellt.

5.2.1 Couette-Stromung

Die Stromung zwischen zwei konzentrisch angeordneten Zylindern wird analysiert.
Zunéchst wird eine stationdre Stromung berechnet. Dieser Fall wurde gewdhlt, um
die Implementierung der TSM zu {iberpriifen. Der zeitspektrale Kopplungsterm
muss im Grenzfall eines stationdren Problems Null sein und die Kollokationspunk-
te sind entkoppelt. Im zweiten Berechnungsfall wird ein instationédres Problem mit
mehreren Anregungsfrequenzen mit einem Zeitschrittverfahren und den zeitspek-
tralen Losern berechnet.

In dem ersten Berechnungsfall wird der innere Zylinder mit einer festen Geschwin-
digkeit rotiert. Je nach Geschwindigkeit des Zylinders bilden sich unterschiedliche
Stromungsstrukturen aus. Andereck, Liu und Swinney [4] zeigen in ihrer Arbeit,
dass bei einem festen dufSeren Zylinder bis zu Re = 100 des inneren Zylinders eine
Couette-Stromung auftritt. Bei der Couette-Stromung befinden sich die Druckkriéfte
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5 Beurteilung der Giite der instationdren Berechnungen

und die viskosen Krafte im Gleichgewicht. Durch zweifache Integration des Kréfte-
gleichgewichts ergibt sich die exakte Losung tiber

B _

u(r) =Ar+ — mit A= % und B = uiry — AT’%, (57)
A2p? B?

p(r) = 5 +2AB log(r) — 572 + C, (5.8)

wo u(r) die Geschwindigkeit in Abhédngigkeit des Radius, A, B und C Integrations-
konstanten, u; und u, die Geschwindigkeit des inneren bzw. dufSeren Zylinders, r4
und r, der Radius des inneren bzw. duleren Zylinders und p(r) der Druck tiber
den Radius sind. Die Randbedingungen fiir den ersten Testfall sind Tabelle 5.1 zu
entnehmen.

In dem zweiten Testfall wird der innere Zylinder mit einer oszillierenden Sinus-
Schwingung der Form

3
a-sin(27j - ft) (5.9)
j=1

mit der konstanten Amplitude a bewegt. Die Randbedingungen fiir diesen Berech-
nungsfall sind ebenfalls in Tabelle 5.1 zu sehen. Beide Stromungen sind laminar.

] Berechnungsfall 1 ‘

ri(m) | 7o (m) | Re f (Hz)
0,35 1 100 1,91e—3
| Berechnungsfall 2 |
r1 (m) | r2 (m) | Re | max(f) (Hz) | a (Grad)
0,35 1 300 5,7¢e—3 5

Tabelle 5.1: Berechnungsparameter fiir die Stromung zwischen zwei Zylindern

Fiir die Simulation wird ein 2D-Modell aufgesetzt. Die Vernetzung erfolgt mit dem
blockstrukturierten Vernetzer BlockMesh aus OpenFOAM®). Das Berechnungsge-
biet ist in Abbildung 5.1 zu sehen. Insgesamt besteht das Netz aus 10.000 Elemen-
ten. An den Rdndern sind feste Geschwindigkeiten und Druckgradienten von Null
angelegt. Der erste Testfall wird mit fiinf Losern berechnet. Ein stationdrer Loser
und die vier zeitspektralen Loser werden genutzt. Bei dem stationdren Loser wird
die Bewegung auf den Réandern aufgeprégt. Bei den zeitspektralen Losern wird je-
weils eine Harmonische verwendet. Alle Loser nutzen die gleichen rdumlichen Dis-
kretisierungsschemata und Einstellungen bei den linearen Losern fiir eine hohe Ver-
gleichbarkeit. Zur Losung des Gleichungssystems ist der Unterrelaxationsfaktor der
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5.2 Simulationsmodelle

Abbildung 5.1: Berechnungsgebiet der Couette-Stromung

Geschwindigkeit zu a;, = 0,7 gesetzt. Die Simulationen werden abgebrochen bei ei-
nem dufleren Residuum (L1-Norm) kleiner 1le—6.

In Abbildung 5.2 sind der exakte Druckkoeffizient (gggz) und die relativen Feh-
ler €,, der Loser zur exakten Losung iiber dem Radius aufgetragen. Die zeitspek-
tralen Loser konnen die exakte Losung mit einer Harmonischen gut wiedergeben.
Der Grenzfall der stationdren Stromung wird mit allen zeitspektralen Losern getrof-

fen ohne das Konvergenzprobleme zu beobachten sind.

ol T 10
10°

T TR

)

4 06 08 1

—_
o TTI T TTI 1T

04 06 08 .
Radius (m) Radius (m)
— stationar 7] — BGS

— GMRES-DILU GMRES-DILU-PETSc

Abbildung 5.2: Links: Exakt berechneter Druckkoeffizient {iber den Radius; Rechts:
Relativer Fehler €,,; des Drucks fiir den stationdren und die vier
zeitspektralen Loser (Z], BGS, GMRES-DILU, GMRES-DILU-PETSc)

uber den Radius

Nun wird die instationdre Stromung untersucht. Es wird ein instationdrer Loser mit
Starrkorperrotation zur Berechnung der Stromung genutzt. Die Co-Zahl im vorlie-
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5 Beurteilung der Giite der instationdren Berechnungen

genden Berechnungsfall ist fiir den instationdren Loser zu Co = 1 gesetzt. Die zeit-
spektralen Loser approximieren die Stromung mit fiinf, zehn und zwanzig Harmo-
nischen. Der Unterrelaxationsfaktor in den Impulsgleichungen ist zu 0,6 gesetzt.
Die Simulationen werden ebenfalls bei einem dufSeren Residuum kleiner 1le—6 ab-
gebrochen.

Der Druckverlauf iiber eine Periodendauer fiir die ersten drei Perioden des Zeit-
schrittverfahrens und einen zeitspektralen Loser ist in Abbildung 5.3 dargestellt.
Von einer dimensionslosen Betrachtung des Druckes wird hier abgesehen, da fiir
diesen Berechnungsfall bei der Geschwindigkeit Nulldurchgénge auftreten und dies
zu einem asymptotischen Verlauf des Druckkoeffizienten fiihrt. Bei allen zeitspek-
tralen Losern resultieren dhnliche Ergebnisse fiir den zeitlichen Verlauf des Druckes,
daher ist hier nur die Losung eines zeitspektralen Losers mit unterschiedlicher An-
zahl von Harmonischen abgebildet.

| | | | | |

03 04 05 06 07 08 09 1

t/T
— URANS 1. Periode — URANS 2. Periode — URANS 3. Periode
- A- TSM5 TSM10 TSM20

Abbildung 5.3: Druck am inneren Zylinder fiir die Couette-Stromung fiir eine An-
zahl von N = [5; 10; 20] Harmonischen berechnet mit einem zeit-
spektralen Losern und einem Zeitschrittverfahren.

Mit nur fiinf Harmonischen kann der Druckverlauf nicht wiedergegeben werden.
Aber bereits bei zehn Harmonischen liegen die Abweichungen zwischen den Er-
gebnissen des instationdren Losers und den zeitspektralen Verfahren unter 2 %.
Mit zunehmender Anzahl an Harmonischen zeigt sich, dass die Anzahl an dufle-
ren [terationen im ZJ-Loser abnehmen. Dieses Verhalten ist bei den anderen Losern
nicht beobachtbar. Dieses Verhalten des ZJ-Losers resultiert aus dessen schwacher
zeitlicher Kopplung. Die zeitlichen Terme gehen mit zunehmenden Harmonischen
starker in das Gleichungssystem ein und die zeitliche Ebene gewinnt an Prdsenz
gegeniiber der raumlichen Kopplung. Daher konvergiert der Loser mit mehr Har-
monischen bei einer geringeren Anzahl dufierer Iterationen.
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Wie in Abbildung 5.3 zu sehen, sind die Ergebnisse des Zeitschrittverfahrens bereits
nach zwei Perioden eingeschwungen. Auf eine Gegeniiberstellung der Rechenzei-
ten von dem Zeitschrittverfahren und den zeitspektralen Losern wird verzichtet,
da die zeitspektralen Loser wesentlich hohere Rechenzeiten durch die hohe An-
zahl Harmonischer aufweisen. Ein Rechenzeitvorteil zeitspektraler Verfahren ge-
geniiber dem Zeitschrittverfahren kann anhand dieses Berechnungsfalls nicht aus-
gewiesen werden. Es zeigt sich aber, dass die zeitspektralen Verfahren in der Lage
sind die gleichen Ergebnisse wie die Zeitschrittverfahren zu berechnen. Zur Beur-
teilung der Berechnungseffizienz und der Einsatzmoglichkeiten zeitspektraler Loser
werden nachfolgenden unterschiedlich komplexe Berechnungsfélle untersucht und
gegeniibergestellt.

5.2.2 Oszillierendes NACAQ0012-Profil

Hier wird die Stromung um ein oszillierendes NACAO0012-Profil untersucht. Das
Profil oszilliert um ein Viertel Sehnenldnge mit einer aufgezwungenen Amplitude 7y
von

v =a-sin(27ft), (5.10)

wo a die maximale Amplitude der Schwingung und f die Grundfrequenz sind.
Die Grundfrequenz ist {iber den dimensionslosen Parameter der reduzierten Fre-
quenz

f=" (5.11)
Uoo
gegeben. In Gleichung 5.11 beschreibt I die Sehnenldnge und u die Freistromge-
schwindigkeit. Die Re-Zahl wird basierend auf der Sehnenlédnge und der Freistrom-
geschwindigkeit berechnet. Fiir den vorliegenden Fall sind die Berechnungspara-
meter Tabelle 5.2 zu entnehmen.

| Parameter | a (Grad) | Re | f; |
Wert |5 (100 | 3,1416

Tabelle 5.2: Berechnungsparameter fiir das oszillierende NACA0012-Profil

In Abbildung 5.4 ist das Profil bei einem Anstromwinkel von v = 0° und der maxi-
malen bzw. minimalen Auslenkung zu sehen. Das Netz wird tiber eine Starrkorper-
rotation mitbewegt und die Randbedingungen aufgepréagt. Die Fliisse, verursacht
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5 Beurteilung der Giite der instationdren Berechnungen

durch die Netzbewegung, werden analytisch berechnet. Die Geschwindigkeit am
Einflussrand wird zu u = u« gesetzt. Am Austrittsrand liegt ein fester Druck an.

- O
g
Q
<
‘0
T
_5.

0,1

1072 |

1072 |

|

|

-0,1
0

0,2

04 0,6

0,8

Sehnenldnge (m)

Abbildung 5.4: NACAQ0012-Profil bei einer Auslenkung von v = 0° und der maxi-
malen bzw. minimalen Auslenkung von y = +5°

Um rdumliche und zeitliche Diskretisierungsfehler zu bewerten, werden verschie-
dene Netze und Zeitschritte genutzt. Die Zeitschritte richten sich nach dem kleins-
ten KV im Netz. Bei einem feineren Netz werden daher auch die Zeitschritte kleiner.
Die Zeitableitung wird mit einem Riickwaérts-Differenzen-Verfahren zweiter Ord-
nung diskretisiert. Der physikalische Zeitschritt fiir alle Netze und die Anzahl der
KV pro Netz sind in Tabelle 5.3 zu sehen. Die verschiedenen Netzdichten sind in Ab-
bildung 5.5 dargestellt. Die Iterationen werden bei einem dufieren Residuum kleiner
le—6 abgebrochen.

| Nr. | Abkiirzung | Zellanzahl | physikalischer Zeitschritt (s)
1 grob 8.800 0,01 4e—3 2e—3 1le—3 be—4 2e—4
2 mittel 12.950 0,01 4e—3 2e—3 1e—3 5e—4 2e—4 1le—4
3 fein 35.200 4e—3 2e—3 1e—3 5e—4 2e—4 le—4
4 sehr fein 100.000 2¢e—3 1le—3 5e¢e—4 2e—4 1le—4
Tabelle 5.3: Netzstufen und Zeitschritte fiir das NACAQ0012-Profil
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Abbildung 5.5: Netzstufen fiir das NACA0012-Profil
5.3 Bewertung der zeitspektralen Losungsstrategien

Die in diesem Kapitel gezeigten Ergebnisse wurden teilweise bereits von Baumbach
[12] veroftfentlicht.

5.3.1 Berechnungen mit Zeitschrittverfahren

Zuerst werden die Ergebnisse mit Zeitschrittverfahren vorgestellt und analysiert,
bevor auf die zeitspektralen Berechnungen eingegangen wird. Die Effizienz der
Zeitschrittverfahren ist abhdngig von mehreren Faktoren. Es wird zwischen drei
Iterationsschleifen unterschieden: die dufSere Schleife, in der die physikalische Zeit
vorangetrieben wird, die Prediktor-Korrektor-Schleife und die Schleife des linearen
Losers. Bei kleinen Zeitschritten steigt die Anzahl duflerer Iterationen, wihrend die
Prediktor-Korrektor-Iterationen meist reduziert werden konnen. Mit grofsem Zeit-
schritt nehmen wiederum die Prediktor-Korrektor-Iterationen zu.

Neben den einzelnen Iterationsschleifen muss aufSerdem betrachtet werden, dass ei-
ne Einschwingphase bei vielen Stromungen auftritt. Bei periodischen Stromungen
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sind mehrere Perioden zu rechnen, bevor der Einfluss der Anfangsbedingungen ab-
geklungen ist und das System den periodischen Zustand erreicht. Dies muss auch
bei der Gegeniiberstellung von zeitspektralen Verfahren zu Zeitschrittverfahren be-
achtet werden. Die Gesamtberechnungszeit skaliert mit der Anzahl der dufleren Ite-
rationen, den Prediktor-Korrektor-Iterationen, den Iterationen des linearen Losers
und den zu berechnenden Perioden. Die dufseren Iterationen ergeben sich aus dem
Zeitschritt, die Prediktor-Korrektor-Iterationen aus den Anforderungen an den Ite-
rationsfehler innerhalb jedes Zeitschrittes und die Anzahl an Perioden ist abhédngig
von der Komplexitdt des Berechnungsfalls.

Aufserdem skaliert der Rechenaufwand auch mit der Netzdichte. Um die rdumli-
chen von den zeitlichen Fehlern zu trennen, werden unterschiedliche Zeitschritt-
weiten und Netzdichten untersucht. Zur Reduktion der Information aus allen Rech-
nungen werden die Kenngrofien des Auftriebsbeiwertes c; und des Widerstandsbei-
wertes ¢y

__ L
Cqg = p/2u2 A (513)

zur Analyse herangezogen. Der Auftriebsbeiwert und der Widerstandsbeiwert sind
dimensionslose Kenngrofien fiir den dynamischen Auftrieb bzw. den Widerstand
eines umstromten Korpers und ergeben sich als Quotient der Auftriebskraft F; bzw.
der Widerstandskraft F; zu dem Staudruck p/2u? multipliziert mit der Wirkflache
A. Beide Kriéfte beinhalten die Druckkréfte und die viskosen Anteile.

Der Auftriebs- und der Widerstandsbeiwert liegen zu jedem Zeitpunkt an dem Flii-
gelprofil vor und dndern sich in Abhdngigkeit des Anstellwinkels. Zur Gegeniiber-
stellung der Ergebnisse auf allen Netzen und mit allen Zeitschritten wird das In-
tegral der Fourier-Transformierten {iiber alle Frequenzen f der Beiwerte betrachtet.
Die Impulsintegrale C; und C,

i T

¢ = / / ley()| e~ 27t df (5.14)
F=0t=0
A T

¢, = / / leg(B)] e~ 21dt df (5.15)
F=0t=0

werden berechnet. Fiir eine zuverldssige Fourier-Transformation werden in Summe
zehn Perioden berechnet und die letzten Perioden zur Auswertung genutzt. Fiir
die Transformation wird eine Frequenz von f = 100 Hz verwendet, d.h. es liegen
Fourier-Koeffizienten bis zu einer Frequenz von f; = 50 Hz vor.
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Abschatzung der rdumlichen und zeitlichen Abweichungen

In Abbildung 5.6 auf der linken Seite ist das Impulsintegral C; auf allen Netzen iiber
den logarithmisch aufgetragenen Zeitschritt dargestellt. Auf allen Netzen laufen die
Werte fiir abnehmende Zeitschritte zusammen. Nur auf dem mittleren Netz sind im
Verlauf des Kennwertes tiber den Zeitschritt kleine Schwankungen erkennbar. Im
rechten Diagramm ist fiir den jeweils kleinsten Zeitschritt das Impulsintegral tiber
die logarithmisch aufgetragene Anzahl an KV zu sehen. Es zeigt sich ein klarer Un-
terschied zwischen dem groben und den restlichen Netzen. Hier tritt ungefdhr eine
Abweichung von 4 % auf. Die Abweichungen aus der raumlichen Diskretisierung
zwischen dem mittleren, feinen und sehr feinen Netz sind vernachléssigbar.

T T 17T T 1 1717 T T 1717 TTT T TTTT7T
0,76 . 0,76 - s
0,74 | ! | 0,75 |- .

8 b SRR NP )
0,72 | RS . 074 *
hs - 0,73
0177\\\1 L0 | \\\‘\‘l il ’ 7\\1 L \\\\\17
104 103 102 10* 10°
physikalischer Zeitschritt (s) Anzahl an KV
grob -e- mittel -«- fein sehr-fein

Abbildung 5.6: Links: Impulsintegral C; iiber den physikalischen Zeitschritt fiir alle
Netzstufen; Rechts: Impulsintegral C; fiir den jeweils kleinsten Zeit-
schritt tiber die Anzahl an KV; Abb. veroffentlicht in [12]

Es ist festzuhalten, dass auf allen Netzstufen eine Reduzierung der Abweichungen
aus der zeitlichen Diskretisierung mit abnehmenden Zeitschritten zu verzeichnen
ist. Die Abweichungen des Kennwertes auf dem mittleren, feinen und sehr feinen
Netz sind gering. Von einer Gegentiiberstellung der Ergebnisse auf dem groben Netz
ist auf Grund der raumlichen Abweichung abzuraten. Um den Rechenaufwand bei
den zeitspektralen Berechnungen gering zu halten, werden nur das mittlere und
feine Netz verwendet.
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5 Beurteilung der Giite der instationdren Berechnungen

Analyse der Periodizitat

In diesem Abschnitt werden die Fragen beantwortet, wie viele Perioden nétig sind,
bevor ein eingeschwungener Zustand erreicht ist und welche Moden die Stromung
enthalt.

Insgesamt werden zehn Zeitperioden berechnet. Die relative Abweichung zwischen
dem Impulsintegral aus der letzten Periode C; 1o und den jeweiligen Werten aus den
h-ten Perioden CAllh werden berechnet. Die relative Abweichung €, wird tiber

(5.16)

evaluiert. Die relative Abweichung € ~tiber die Perioden ist in Abbildung 5.7 auf-

getragen. Die Abweichungen sind fiir den kleinsten Zeitschritt auf dem mittleren
und feinen Netz ausgewertet. Die Unterschiede zwischen den einzelnen Netzen
sind gering. Obwohl auch nach neun Perioden immer noch Anderungen in der Lo-
sung zu verzeichnen sind, fillt die absolute Abweichung nach vier Perioden unter
1 %. Die Rechnungen werden daher im Folgenden zur Begrenzung des Rechenauf-
wands nach vier Perioden angehalten.

100 =

1071} ;

= 2L N

‘G 10 g =
Q [

103 g =

1074 ¢ -

2 4 6 8 10
Perioden

—o— mittel —— fein

Abbildung 5.7: Relative Abweichung von C; iiber die Perioden fiir den kleinsten
Zeitschritt

Die Voraussetzung fiir zeitspektrale Loser ist die Reduzierung von periodischen
Stromungsproblemen auf eine kleine Anzahl Vielfacher der Grundfrequenz. Um
dies zu untersuchen, werden daher die Moden innerhalb des Spektrums berechnet.
Zuerst werden nur die Moden im Auftriebs- und Widerstandsbeiwert betrachtet.
In Abbildung 5.8 sind die Amplituden der Fourier-Koeffizienten iiber der Frequenz
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5.3 Bewertung der zeitspektralen Ldsungsstrategien

dargestellt. Bei dem Auftriebsbeiwert zeigt sich die grofite Amplitude bei f = 1 Hz
und bei dem Widerstandsbeiwert bei f = 2 Hz. Es sind nur Peaks bei Vielfachen der
Grundfrequenz f = 1 Hz zu sehen. Die Amplituden der Fourier-Koeffizienten neh-
men bei Frequenzen grofer f = 3 Hz deutlich ab. Basierend auf diesen Ergebnissen
reichen hier zwei Harmonische fiir den zeitspektralen Loser aus um den Auftriebs-
und Widerstandsbeiwert abzubilden.
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Abbildung 5.8: Fourier-Transformation des Auftriebs- und Widerstandsbeiwertes
auf dem sehr feinen Netz bei einem Zeitschritt von At = le—4 s
und fiir rdumliche Diskretisierung zweiter Ordnung

Die Betrage der Geschwindigkeit aller KV fiir die letzte Periode werden im Abstand
von t = 0,01 s gespeichert und die Fourier-Koeffizienten der Moden fiir das gesam-
te Stromungsfeld ermittelt. In Abbildung 5.9 sind die Real- und Imaginérteile der
Moden von f = 0 — 4 Hz zu sehen. Die nullte Mode in Abbildung 5.9 a) entspricht
der zeitlich-gemittelten Stromung und besitzt daher keinen Imaginérteil. Die hohe-
ren Moden sind in Abbildung 5.9 b)- e) zu sehen.

Wegen des symmetrischen Profils bilden sich auch die Moden symmetrisch zur x;-
Achse aus. Hohe Amplituden zeigen sich vor allem in der nullten Mode. Mit zu-
nehmender Frequenz nehmen die Amplituden der Moden ab. Bei Moden grofier
als f = 3 Hz sind auch die Amplituden am Profil gering. Hohere Moden treten
nur in der Abstromung hinter dem Profil auf. Dies resultiert aus den Wechselwir-
kungen zwischen den einzelnen Abldsewirbeln an der Hinterkante des Profils. Zur
Berechnung der integralen Kennwerte zeigt die FFT der Beiwerte jedoch, dass we-
nige Harmonische ausreichend sind. Aus der Modalanalyse kann auch geschlossen
werden, dass nur ein geringer Energieanteil in den Moden f > 2 Hz vorhanden ist.
Daher reichen zwei Harmonische, um das gesamte Stromungsfeld hinreichend zu
reprasentieren.
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Geschwindigkeit

0.25 0.5 0.75

b)

Geschwindigkeit

0.05

0.1

Realteil f =1 Hz

Geschwindigkeit
JE— o2 o
TS —

Imaginérteil f =2 Hz Realteil f =2 Hz

d)
Geschwindigkeit
0.02 0.04 - 0.02 UIUJ
Imaginérteil f = 3 Hz Realteil f = 3 Hz
e)

Geschwindigkeit

Geschwindigkeit
0.02 0.04

— W 0.02 0.04
0.05 : - I

Imaginarteil f =4 Hz Realteil f =4 Hz

Abbildung 5.9: Abbildung der Real- und Imaginérteile der harmonischen Moden
f = 0—4 Hz des Betrags der Geschwindigkeit auf dem mittleren
Netz fiir das NACA0012-Profil
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Berechnungszeit der Zeitschrittverfahren

Die gesamte Berechnungszeit der Zeitschrittverfahren wird abschliefiend gezeigt.
In Abschnitt 2.5.1 wurde dargestellt, dass die Berechnungszeit aus den dufleren
Iterationen, den Prediktor-Korrektor-Iterationen, den linearen Loser-Schleifen und
den zu berechnenden Perioden zusammen gesetzt ist. Fiir alle Netze ist die Berech-
nungszeit fiir eine Periode auf einer CPU in Abbildung 5.10 tiber den Zeitschritt
zu sehen. Die Berechnungszeiten der dufseren Iterationen, der Prediktor-Korrektor-
Iterationen und der linearen Loser-Schleifen sind zusammengefasst. Auf dem gro-
ben und mittleren Netz wurde auf einer CPU gerechnet. Auf dem feinen und sehr
feinen Netz wurde Partitionierung auf vier CPUs genutzt. Die Zeiten sind daher mit
dem Faktor vier skaliert.

T 17 T T T 717 T T T 717

0
.@ 104 I \ |
2
g
S 10%| 1
&1 I [ il
1074 1073 102
Zeitschritt (s)
grob —e— mittel —— fein sehr fein

Abbildung 5.10: Berechnungszeit einer Periode fiir unterschiedliche Zeitschritte fiir
das NACAO0012-Profil

Der Aufwand steigt mit kleinem Zeitschritt. Zur Gegentiberstellung der Zeitschritt-
verfahren mit den zeitspektralen Verfahren miissen die Berechnungszeiten noch mit
dem Faktor np,i,5. = 4 multipliziert werden, da die Rechnungen erst nach vier Pe-
rioden eingeschwungen sind. Nur dann liefern beide Verfahren vergleichbare Er-
gebnisse. Durch die Partitionierung beim feinen und sehr feinen Netz ergeben sich
zusatzliche Berechnungskosten auf Grund der Prozessorkommunikation. Die Ge-
geniiberstellung der Berechnungszeiten von zeitspektralen Losern zu Zeitschritt-
verfahren ist in Abschnitt 5.3.2 zu finden.

5.3.2 Berechnungen mit zeitspektralen Verfahren

Gegeniiberstellung der Ergebnisse mit Zeitschrittverfahren und zeitspektralen
Verfahren

Nach der Darstellung der Simulationen mit herkdmmlichen Zeitschrittverfahren
werden nun die zeitspektralen Ergebnisse vorgestellt. Zuerst wird iiberpriift, ob bei-
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de Losungsmethoden dhnliche Beiwerte erzielen, bevor auf Konvergenzverhalten,
Rechen- und Speichereffizienz der Loser eingegangen wird. Fiir das mittlere und
feine Netz werden alle zeitspektralen Loser bis zu einer Anzahl von sechs Harmoni-
schen berechnet. Die Unterrelaxationsfaktoren werden in Abhingigkeit des Kon-
vergenzverhaltens des Losers und der Anzahl an Harmonischen angepasst. Zur
Vergleichbarkeit der Zeitschrittverfahren mit den zeitspektralen Losern werden der

Auftriebs- und Widerstandsbeiwert betrachtet.

Abbildung 5.11: Gegentiberstellung des Auftriebs- und Widerstandsbeiwertes fiir
das mittlere und feine Netz bei raumlicher Diskretisierung zweiter
Ordnung fiir eine Anzahl von 1 — 3 Harmonischen; Abb. veroffent-
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Abbildung 5.12: Gegentiberstellung des Auftriebs- und Widerstandsbeiwertes fiir
das mittlere und feine Netz bei rdumlicher Diskretisierung zweiter
Ordnung fiir eine Anzahl von 4 — 6 Harmonischen

In Abbildung 5.11 und Abbildung 5.12 sind die Beiwerte fiir die zeitspektralen Loser
und die Zeitschrittverfahren {iber dem Anstellwinkel auf dem mittleren und feinen
Netz dargestellt. Die Ergebnisse aller zeitspektraler Loser sind vergleichbar, daher
werden hier stellvertretend fiir alle zeitspektralen Losungsstrategien die Ergebnisse
des GMRES-DILU-PETSc-Losers gezeigt. Um die Ergebnisse vergleichen zu konnen,
wird ein kontinuierlicher Verlauf der Beiwerte tiber den Anstellwinkel aufgetragen.
Dieser Verlauf wird aus den Fourier-Koeffizienten der Kollokationspunkte berech-
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5 Beurteilung der Giite der instationdren Berechnungen

net. Zusédtzlich dazu sind im Verlauf vom Auftriebsbeiwert auch die Amplituden
aus der Fourier-Transformation aus Abbildung 5.8 eingetragen.

Unabhédngig vom Netz weicht der Widerstandsbeiwert mit einer Harmonischen von
den Ergebnissen der Zeitschrittverfahren ab. Die einzelnen Kollokationspunkte lie-
gen gut auf dem Verlauf des Widerstandsbeiwertes. Der Funktionsverlauf kann je-
doch nicht abgebildet werden. Im Auftriebsbeiwert sind die hochsten Abweichun-
gen zu Zeitschrittverfahren bei einer Harmonischen zu sehen. Allerdings ist der Ver-
lauf tiber den Anstellwinkel besser repréasentiert. Ab zwei Harmonischen sind die
Abweichungen zwischen zeitspektralen Verfahren und Zeitschrittverfahren in bei-
den Beiwerten klein. Es ergeben sich keine Unterschiede auf beiden Netzstufen. Die
Ergebnisse stimmen auch mit den in Abschnitt 5.3.1 durchgefiihrten FFT-Analysen
tiberein. Der Auftriebsbeiwert zeigte den hochsten Peak in der erste Harmonischen.
Die Amplitude dieser wird auch mit den zeitspektralen Ergebnissen gut getroffen.
Der Widerstandsbeiwert hat eine hohe Amplitude in der zweiten Harmonischen.

Um die Abweichungen zwischen Zeitschrittverfahren und zeitspektralen Verfahren
qualitativ zu bewerten, werden die Impulsintegrale C; und C, betrachtet. Die rela-
tiven Abweichungen von den zeitspektralen Verfahren zu Zeitschrittverfahren sind
in Abbildung 5.13 iiber die Anzahl an Harmonischen aufgetragen. Es zeigt sich ei-
ne Reduktion der Abweichung mit zunehmender Anzahl. Bereits mit zwei Harmo-
nischen ist die Abweichung im Auftriebs- und Widerstandsbeiwert zwischen dem
zeitspektralen und den Zeitschrittverfahren kleiner als 1 %. Bei der Berechnung des
Testfalls mit mehr als sechs Harmonischen reduzieren sich die relativen Abweichun-
gen nicht weiter. Es ist zu vermuten, dass auch die Ergebnisse der Zeitschrittverfah-
ren noch geringe Schwankungen aufweisen und daher die Abweichungen zwischen
Zeitschrittverfahren und zeitspektralen Verfahren mit mehr Harmonischen nicht
weiter sinken. Aufierdem zeigt sich ein unterschiedliches Konvergenzverhalten auf
dem mittleren und dem feinen Netz. Die relativen Abweichungen auf dem feinen
Netz liegen unterhalb der relativen Abweichungen auf dem groben Netz. Auch dies
ist vermutlich auf Schwankungen aus den Ergebnissen aus den Zeitschrittverfahren
zuriickzufiihren.

A A

Cl Cd
1071 ¢ ‘ T 107t ‘
2102 L3107
¥ 107k 191078 e
D e e "
Harmonische Harmonische

—o— mittleres Netz —— feines Netz

Abbildung 5.13: Relative Abweichung zwischen C; und C; aus dem zeitspektralen
Loser GMRES-DILU-PETSc und aus dem Zeitschrittverfahren fiir
das NACAO0012-Profil
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5.3 Bewertung der zeitspektralen Ldsungsstrategien

Konvergenzverhalten

Gegenstand dieses Abschnittes ist das Konvergenzverhalten der zeitspektralen Lo-
ser. Zundchst werden die Residuen-Verldufe der zeitspektralen Loser auf dem mitt-
leren und feinen Netz betrachtet und dann wird auf die notwendigen Unterrelaxati-
onsfaktoren eingegangen. Die L1-Norm der Residuen der dufieren Druckkorrektur-
Iterationen auf dem mittleren Netz sind in Abbildung 5.14 und auf dem feinen Netz
in Abbildung 5.15 dargestellt. Da der ZJ-Loser deutlich mehr Iterationen benétigt als
die anderen zeitspektralen Loser, ist nur ein Ausschnitt zu sehen und der gesamte
Verlauf der Residuen im unteren Teil der Abbildung dargestellt.

BGS mit DK
10° 100 ‘ ‘
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Abbildung 5.14: Residuen (L1-Norm) der Druckkorrektur-Iterationen logarithmisch

aufgetragen fiir die zeitspektralen Loser auf dem mittleren Netz;
Abb. veroffentlicht in [12]
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Abbildung 5.15: Residuen (L;-Norm) der Druckkorrektur-Iterationen logarithmisch
aufgetragen fiir die zeitspektralen Loser auf dem feinen Netz; Abb.
veroffentlicht in [12]

Bei einer Harmonischen tritt bei den zeitlich-stark gekoppelten Losern ein schlech-
teres Konvergenzverhalten auf. In Abbildung 5.14 ist zu sehen, dass der GMRES-
DILU-PETSc-Loser mehr dufiere Iterationen mit einer Harmonischen als mit sechs
Harmonischen benétigt. Ein dhnliches Verhalten ist auch in den Testfdllen von An-
theaume [8] zu beobachten. Es ist zu vermuten, dass bei zu geringer Auflosung eines
Stromungsproblems mit Harmonischen schlechteres Konvergenzverhalten bei den
zeitlich stark gekoppelten zeitspektralen Losern folgt. Bei dem ZJ-Loser zeigt sich im
Residuenverlauf das Gegenteil. Das Konvergenzkriterium mit einer Harmonischen
wird deutlich friiher erreicht als mit mehr Harmonischen. Die schnellere Konver-
genz im dufleren Residuum beim ZJ-Loser resultiert vermutlich aus der Kopplung
der zeitlichen und rdumlichen Terme. Die zeitliche Ableitung ist im Gegensatz zu
den rdumlichen Gradienten schwach gekoppelt.
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5.3 Bewertung der zeitspektralen Ldsungsstrategien

Generell zeigt sich der Trend, dass die dufleren Iterationen mit der Anzahl an Har-
monischen zunehmen. Der ZJ-Loser bendtigt in Summe am meisten Iterationen.
Der BGS-Loser erreicht im Vergleich zu den anderen zeitspektralen Losern nur ein
minimales Residuum von 1e—5. Die Defektkorrektur-Schritte werden iiber ein zu-
vor definiertes Toleranzkriterium abgebrochen. Maximal sind jedoch nur 20 Defekt-
korrektur-Schleifen zuldssig. Beim BGS-Loser wird das Toleranzkriterium der De-
fektkorrektur-Schritte nicht erreicht. Das bedeutet, dass die Konvergenzrate bezo-
gen auf die Erreichung eines rdumlichen Verfahrens 2. Ordnung durch eine be-
schrankte Anzahl an Defektkorrektur-Schritten herabgesetzt ist. Die beste Konver-
genzrate zeigt sich bei dem GMRES-DILU- und dem GMRES-DILU-PETSc-Loser.

Zur Ubersicht aller Rechnungen sind die Gesamtanzahl an dufleren Iterationen und
die Unterrelaxationsfaktoren tiber die Anzahl an Harmonischen fiir alle zeitspek-
tralen Loser in Abbildung 5.16 aufgetragen. Es zeigen sich klare Unterschiede in
den Unterrelaxationsfaktoren. Bei voller Kopplung der zeitlichen und rdumlichen
Terme sind auf beiden Netzen Unterrelaxationsfaktoren von a;, = 0,6 moglich. Bei
dem BGS-Loser muss der Unterrelaxationsfaktor auf dem feinen Netz jedoch auf
ay = 0,4 reduziert werden, da ansonsten kein konvergenter Simulationslauf mog-
lich ist. Auch beim Z]J-Loser sind nur kleine Unterrelaxationsfaktoren moglich. Diese
reduzieren sich zudem mit zunehmender Anzahl an Harmonischen.

Der Unterrelaxationsfaktor wird in Abhédngigkeit der rdumlichen und zeitlichen
Diskretisierung, des linearen Losers und des Stromungsproblems gesetzt. Bei den
vorliegenden Berechnungsféllen werden die gleichen raumlichen Diskretisierungs-
schemata genutzt, daher kann der Unterrelaxationsfaktor herangezogen werden,
um den Einfluss der zeitlichen Diskretisierung auf das Konvergenzverhalten der
Loser zu beurteilen. Durch die Block-Behandlung im ZJ- und BGS-Loser wird der
Unterrelaxationsfaktor gemindert. Mit zunehmender Anzahl an Harmonischer re-
duziert sich die diagonale Dominanz des linearen Systems im Prediktorschritt. Um
die diagonale Dominanz wieder herzustellen, wird der Unterrelaxationsfaktor re-
duziert. Daraus lasst sich schliefSen, dass der ZJ-Loser fiir Probleme mit vielen Har-
monischen und hohen Frequenzen weniger geeignet ist. Beim dem Loser ist keine
starke zeitliche Kopplung vorhanden.
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mittleres Netz feines Netz
10% 10%
1.? - : 41 |
< B N <
£ e % )
'-sé 2500 |- n -té 2:1888 | N
Q [ . Q [ Bl
= o ol NP eSae
1500 |- | -~ 0
POl N | 20| T
1 2 3 45 6 1 2 3 45 6
Harmonische Harmonische
mittleres Netz feines Netz
Y 1 T T T Y 1 T T T
8 8
< 08| 1 S 08 |
2 2
S 06 —a—8—a—a—=a 2 06 .
s s
E 04+ . E 04 ——8—8a—8—=
g g
§ 0,2+ | E) 0,2+ .
5 5
0 2 4 6 0 2 4 6
Harmonische Harmonische
Z] —&— BGS mit DK

—— GMRES-DILU GMRES-DILU-PETSc

Abbildung 5.16: Anzahl an benétigten Iterationen und die Unterrelaxationsfaktoren
in der Impulsgleichung tiber Anzahl an Harmonischen fiir die zeit-
spektralen Loser auf dem mittleren und feinen Netz; Abb. verof-
fentlicht in [12]
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5.3 Bewertung der zeitspektralen Ldsungsstrategien

Die Anzahl der benotigten Iterationen ist nicht allein von dem Unterrelaxationsfak-
tor in den Impulsgleichungen, sondern auch von der Unterrelaxation in der Druck-
korrektur-Gleichung abhidngig. Um den Einfluss beider Faktoren auf den Simulati-
onslauf zu bewerten, wurden zeitspektrale Rechnungen mit einer Anzahlvon N = 3
Harmonischen durchgefiihrt und der Unterrelaxationsfaktor variiert. Die Iteratio-
nen sind iiber den Unterrelaxationsfaktor der Impulsgleichung «, und der Druck-
korrektur-Gleichung «, in Abbildung 5.17 aufgetragen. Die Simulationspunkte ge-
kennzeichnet durch ein rotes Dreieck divergieren. Es ergibt sich ein Minimum von
823 Iterationen bei einer Wahl von a;, = 0,6 und a), = 0,4. Bei kleineren Unterre-
laxationsfaktoren nimmt die Anzahl an Iterationen zu, dasselbe gilt fiir hohere Fak-
toren. Hinzu kommt bei hohen Unterrelaxationsfaktoren, dass die linearen Loser
nicht mehr konvergieren. Festzuhalten ist, dass die Wahl der Faktoren mafigeblich
die Anzahl der Iterationen und somit den Zeitbedarf beeinflussen.
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Abbildung 5.17: Aufere Iterationen in Abhingigkeit der Unterrelaxationsfaktoren
in der Impuls- «;, und Druckkorrektur-Gleichung &, berechnet mit
dem GMRES-DILU-PETSc-Loser mit N = 3 Harmonischen. Die Be-
rechnungen markiert mit roten Dreiecken brechen friihzeitig ab.

Speichereffizienz
Fiir das NACAOQ012-Profil ist das Verhdltnis an benotigtem Speicher von zeitspek-
tralen Verfahren zu Zeitschrittverfahren in Abhédngigkeit der Harmonischen in Ab-

bildung 5.18 dargestellt. Die Speichereffizienz sinkt mit zunehmenden Harmoni-
schen. Den hochsten Speicheraufwand weist der GMRES-DILU-PETSc-Loser auf.
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Darauf folgen GMRES-DILU-, BGS- und ZJ-Loser. Die Unterschiede im Speicher-
aufwand lassen sich auf Basis der Terme der Impulsgleichung erklédren.
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Abbildung 5.18: Speicherverhéltnis der zeitspektralen Loser zu den Zeitschrittver-
fahren fiir das NACA0012-Profil

Zur Losung der Impulsgleichung sind bei einem Zeitschrittverfahren die Haupt-
diagonaleintrage A., die Nebendiagonaleintrdage A;, der Quellterm Q und das Ge-
schwindigkeitsfeld u im Speicher. Die Hauptdiagonaleintrdge enthalten auch die
zeitliche Diskretisierung. Der Aufwand fiir die zeitspektralen Verfahren fillt hoher
aus. Beim ZJ-Loser miissen zusétzlich die Geschwindigkeitsfelder der Kollokations-
punkte zur Berechnung des zeitspektralen Operators im Speicher verbleiben. Diese
haben eine Grole von (2N + 1) x u. Durch die schwache zeitliche Kopplung des
Z]-Losers ist es nicht notwendig alle Matrixeintrage und Quellterme aller Kolloka-
tionspunkte zeitgleich im Speicher zu haben. Fiir die anderen zeitspektralen Lo-
ser miissen diese jedoch gespeichert werden. Die Terme aus der zeitspektralen Dis-
kretisierung werden beim BGS- und GMRES-DILU-Loser nicht direkt gesetzt, son-
dern im Vorkonditionierer bzw. Loser tiber Matrixmultiplikation berticksichtigt. Zu-
sdtzlich dazu miissen beim BGS-Loser die Defektkorrekturterme gespeichert wer-
den. Die Felder werden benétigt, um die Haupt- und Nebendiagonalterme zu ak-
tualisieren. Im Gegensatz zu dem BGS- und dem GMRES-DILU-Loser werden die
Matrixeintrdge aus der zeitspektralen Diskretisierung beim GMRES-DILU-PETSc
gesetzt und an die externe Bibliothek iibergeben. Dadurch ergibt sich zusatzlich
belegter Speicher durch die Nebendiagonaleintrdge. Diese haben eine Grofie von
(2N +1)2 — (2N +1)) x KV = (4N? 4 2N) x KV. Beim GMRES-Verfahren wer-
den aufierdem die vollbesetzten Basisvektoren gespeichert, daher ist der Aufwand
hoher als bei dem Gauf3-Seidel-Verfahren [62]. Hier werden maximal 20 Krylow-
Vektoren genutzt. Eine Ubersicht der zu speichernden Felder kann Tabelle 5.4 ent-
nommen werden.
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| Loser | Zu speichernde Felder

URANS A.+A +Q+u

7] Ac+A+Q+(2N+1) xXu

BGS mit DK (2N +1) x (Ac+ A+ Q+u) + DK-Terme

GMRES-DILU (2N +1) x (Ac + A; + Q + u) + GMRES-Vektoren
GMRES-DILU- (2N +1) x (Ac + A+ Q + u) + (4N? + 2N)x KV-
PETSc Anzahl + GMRES-Vektoren

Tabelle 5.4: Verwendeter Speicher zur Losung der Impulsgleichung

Es ist festzuhalten, dass die zeitspektralen Loser zunehmend mit der Anzahl der
Harmonischen deutlich mehr Speicherplatz als regulédre Zeitschrittverfahren beno-

tigen. Der Z]-Loser belegt am wenigsten und der GMRES-DILU-PETSc-Loser am
meisten Speicher.

Rechenzeiteffizienz

AbschliefSend wird die reale Berechnungszeit der zeitspektralen Loser mit der Be-
rechnungszeit der Zeitschrittverfahren gegeniibergestellt. Die Rechenzeit der zeit-
spektralen Loser iiber die Anzahl an Harmonischen ist in Abbildung 5.19 darge-
stellt. Zusatzlich dazu ist die Berechnungszeit des Zeitschrittverfahrens mit dem
Zeitschritt dt = 1e—4 s fiir insgesamt vier Perioden eingezeichnet.
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Abbildung 5.19: Gegentiberstellung der Berechnungszeit der zeitspektralen Loser

und Zeitschrittverfahren fiir das NACAO0012-Profil; Abb. veroffent-
licht in [12]
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Der schnellste Loser zur Berechnung des oszillierenden NACAOQ012-Profils ist der
GMRES-DILU-PETSc-Loser. Selbst mit sechs Harmonischen ist der Loser schneller
als das Zeitschrittverfahren. Die Rechenzeiten der anderen zeitspektralen Loser lie-
gen deutlich zuriick. Bei geringen Harmonischen hat der ZJ-Loser geringe Rechen-
zeiten. Die Rechenzeiten nehmen jedoch mit héheren Harmonischen stark zu. Dieser
Trend ist auch bei dem GMRES-DILU-Loser zu sehen. Der BGS-Loser ist wesentlich
langsamer als die Vergleichsloser.

Obwohl der GMRES-DILU-PETSc- und der GMRES-DILU-Loser anndhernd gleiche
Iterationsschritte benotigen, ist der GMRES-DILU-Loser pro Iterationsschritt lang-
samer. Die Differenz in den Rechenzeiten steigt mit der Anzahl der Harmonischen.
Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass andere Implementierungen des Vorkonditio-
nierers und des linearen Losers genutzt werden. AufSerdem sind im GMRES-DILU-
Loser im Vorkonditionierer die zeitspektralen Terme nicht enthalten, daher kann
dies im linearen Loser in mehr Iterationen resultieren und die Effizienz herabset-
zen.

Ohne Defektkorrektur konnen bei dem BGS-Loser die konvektiven Terme nur mit
einem Schema erster Ordnung diskretisiert werden. Mit DK sind auch héhere Sche-
mata moglich, allerdings verlangsamt sich der Loser. Bei der DK wird das vollbe-
setzte zeitspektrale System je KV mehrfach geldst. Die Rechenzeit skaliert daher mit
der Anzahl der DK-Schritte. Es wird vermutet, dass durch eine Optimierung der
Implementierung noch Potenzial bei diesem Loser besteht. Die Effizienz des Losers
wird mafigeblich durch das Gaufi-Seidel-Verfahren beschrankt. Auch bei einer tiber-
arbeiteten Implementierung des vorliegenden Losers wird dieser in Stabilitdt und
Effizienz nicht die vollgekoppelten Loser erreichen. Es wird daher auf eine Weiter-
entwicklung des Losers verzichtet.

Fiir das gezeigte Beispiel weisen die zeitspektralen Loser mit vollgekoppelter raum-
licher und zeitlicher Matrix einen Rechenzeitgewinn gegeniiber dem genutzten Zeit-
schrittverfahren auf. Allerdings stellen sie auch wesentlich hohere Anforderungen
an den benoétigten Speicherplatz. Ob zeitspektrale Verfahren das Potenzial haben
Zeitschrittverfahren abzultsen, muss anhand der nachfolgenden Berechnungsfille
weiter gepriift werden.

5.4 Abgrenzung der zeitspektralen Loser

Abschliefiend werden die Potenziale der einzelnen Loser kurz zusammengefasst.
Die nachfolgenden Aussagen basieren auf den Erkenntnissen aus den Berechnun-
gen der Couette-Stromung und der Stromung um das oszillierende NACA0012-
Profil. Es wird unterschieden zwischen dem Konvergenzverhalten, der Rechenzeit-
effizienz pro Iteration und der Speichereffizienz des Losers. In Abbildung 5.20 sind
schematisch fiir die zeitspektralen Loser die Eigenschaften gegeniibergestellt. Werte
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5.4 Abgrenzung der zeitspektralen Loser

entfernt vom Mittelpunkt sind positiv zu bewerten und Werte nah am Mittelpunkt
sind negativ zu bewerten.

Konvergenzverhalten

Speichereffizienz

Rechenzeit pro Iteration
7] — BGS — GMRES-DILU — GMRES-DILU-PETSc

Abbildung 5.20: Schematischer Vergleich des Konvergenzverhaltens, der Spei-
chereffizienz und der Rechenzeit pro Iteration der zeitspektralen
Loser

Der ZJ-Loser zeichnet sich durch geringen Speicherbedarf und geringe Rechenzeit
pro Iteration aus. Die Rechenzeiten und der Speicher sind dennoch hoher im Ver-
gleich zur instationdren Rechnung. Hohe Frequenzen und viele Harmonische set-
zen die Konvergenzeigenschaften des Losers herab. Eine Anwendung des Losers
auf Berechnungsfille mit diesen Eigenschaften ist daher nicht empfehlenswert.

Der BGS-Loser belegt mehr Speicher, da fiir alle Kollokationspunkte die diskreti-
sierten Terme der Impulsgleichung vorhanden sein miissen. Die Defektkorrektur-
Iterationen, sowie aktuell implementiert, fithren zu hohen Rechenzeiten, sodass der
Loser trotz besserer Konvergenzeigenschaften gegeniiber dem ZJ-Loser nicht zur
Berechnung industrieller Anwendungsfalle geeignet ist.

Der GMRES-DILU- und der GMRES-DILU-PETSc-Loser konvergieren auch bei ho-
hen Frequenzen und Harmonischen. Dies resultiert aus der vollen zeitlichen und
rdaumlichen Kopplung aller Terme der Impulsgleichung. Durch diese Kopplung ist
die Losung der Impulsgleichung aufwendiger als bei dem ZJ-Loser und mehr Spei-
cher wird belegt. Es zeigt sich, dass der GMRES-DILU-PETSc schneller ist als der
GMRES-DILU-Loser. Auf Grund der geringsten Gesamtberechnungszeit und gu-
ter Konvergenzeigenschaften wird der GMRES-DILU-PETSc-Loser fiir die weiteren
Untersuchungen genutzt.
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6 Weiterfihrende Anwendungen

Die bisher durchgefiihrten Untersuchungen beschrdnkten sich auf 2D-Stromungs-
probleme. In diesem Kapitel werden komplexere Stromungen berechnet. Dadurch
werden die Potenziale und Einschrankungen der zeitspektralen Methode auch fiir
industrienahe Anwendungen aufgezeigt. Es werden drei Berechnungsfélle simu-
liert: eine Profilumstromung mit hoheren Frequenzen in der Anregung, ein Propel-
ler in einer Scherstromung und ein Ventilflattern.

6.1 Oszillierendes NACAO0012-Profil angeregt mit drei
Frequenzen

Die in diesem Kapitel gezeigten Ergebnisse wurden teilweise bereits von Baumbach
und Stiick [13] veroffentlicht.

6.1.1 Modellaufbau

Im letzten Kapitel ist die Stromung um ein NACAO0012-Profil untersucht worden.
Das Profil wurde mit einer festen Anregungsfrequenz zwangserregt. In diesem Ab-
schnitt wird das gleiche Profil mit einer tiberlagerten Sinusschwingung der Form

3
v=)_a-sin(27ft) (6.1)
f=1

bewegt. Das Profil schwingt mit einer maximalen Amplitude a mit bis zur dritten
Vielfachen der Grundfrequenz f. Die reduzierte Frequenz f, wird aus der hochsten
Harmonischen berechnet. Die Berechnungsparameter sind Tabelle 6.1 zu sehen. Der
Verlauf des Anstellwinkels « iiber eine Periode ist in Abbildung 6.1 dargestellt.

| Parameter | a (Grad) | Re | f; |
Wert |5 100 | 9,4248 |

Tabelle 6.1: Berechnungsparameter fiir das oszillierende NACA(0012-Profil angeregt
mit drei Frequenzen
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6.1 Oszillierendes NACA0012-Profil angeregt mit drei Frequenzen

v (Grad)

0 0,2 04 0,6 0,8 1

Periodendauer (s)

Abbildung 6.1: Anstellwinkel tiber Periodendauer fiir das NACAOQ012-Profil mit
drei Anregungsfrequenzen

Die Berechnung erfolgt mit den Netzen aus Abschnitt 5.2.2. Auch hier wird die
Bewegung des Fliigelprofils tiber Starrkorperrotation umgesetzt. Die Randbedin-
gungen und Fluideigenschaften sind ebenfalls analog zu Abschnitt 5.2.2 gewdhlt.
Das Feld wird mit einer Geschwindigkeit von 0 m/s initialisiert. Eine Ubersicht der
verwendeten Netze und Zeitschritte ist in Tabelle 6.2 dargestellt. Trotz hoherer Ge-
schwindigkeiten handelt es sich ebenfalls um eine laminare Strémung. Die raumli-
chen Terme sind mit einem Stromaufwarts-Verfahren zweiter Ordnung diskretisiert.
Insgesamt werden fiir das instationdre Zeitschrittverfahren auf jedem Netz fiir jeden
Zeitschritt zehn Perioden gerechnet.

Nr. | Abkiirzung fxilz;hl physikalischer Zeitschritt (107 s)

1 | grob 8.800 10 4 21 05 0,25

2 | mittel 12.950 4 2 1 05 0,25 0,125

3 | fein 35.200 2 1 05 025 0,125 0,0625

4 | sehr fein 100.000 0,5 0,25 0,125 0,0625
Tabelle 6.2: Netzstufen und Zeitschritte fiir das NACA0012-Profil angeregt mit drei

Frequenzen
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6 Weiterfiihrende Anwendungen

6.1.2 Berechnungen mit Zeitschrittverfahren

Nachfolgend werden die Ergebnisse des Zeitschrittverfahrens analysiert. Zunédchst
wird das Stromungsfeld betrachtet. In Abbildung 6.2 ist das Geschwindigkeitsfeld
zur Zeit t = 0 s auf dem mittleren Netz im eingeschwungenen Zustand dargestellt.
Es treten Geschwindigkeiten bis zu u = 5 m/s auf. Hinter dem Profil sind noch die
Ablosewirbel zu sehen. Durch die geringe Geschwindigkeit in x;-Richtung bildet
sich hinter dem Profil eine Rezirkulationszone aus. Die auftretenden Stromungs-
strukturen sind im Vergleich zu der Stromung um das Profil aus Abschnitt 5.2.2
komplexer. Im Hinblick auf die spéteren zeitspektralen Rechnungen ist zu kldren,
wie viele Harmonische zur Abbildung der Stromung ausreichend sind.

Geschwindigkeit (m/s)
0 1.0 20 30 40 5
(AREURN H‘\w‘m (NRREN

Abbildung 6.2: Geschwindigkeitsfeld zur Zeit t = 0 s am NACAO0012-Profil ange-
regt mit drei Frequenzen

Es werden die Abweichungen durch die zeitliche und rdaumliche Diskretisierung
untersucht. Die Zeitdiskretisierung nutzt ein Verfahren zweiter Ordnung mit unter-
schiedlichen Zeitschritten. Vier Netze werden zur Analyse des rdumlichen Fehlers
betrachtet. Die Bewertung der Zeitschritte und Netze erfolgt mittels des Impulsin-
tegrals des Auftriebsbeiwertes C,. Die integrale Grofe C, ist fiir alle Netze iiber die
Zeitschritte in Abbildung 6.3 dargestellt.

Fiir jede Netzauflosung laufen die C;-Werte mit abnehmendem Zeitschritt zusam-
men und die Abweichung ist hierbei kleiner 1 %. Die Abweichungen durch die
zeitliche Diskretisierung sind dadurch quantifiziert und die Simulationsergebnisse
konnen als Referenz fiir die zeitspektralen Berechnungen dienen.

Zur Bewertung der rdumlichen Fehler werden nur die Werte der kleinsten Zeit-
schritte betrachtet. Bei ausreichend kleinem Zeitschritt sind die Abweichung zwi-
schen den Cj-Werten auf dem feinen und dem sehr feinen Netz vernachléssigbar.
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6.1 Oszillierendes NACA0012-Profil angeregt mit drei Frequenzen

T T TT7T T T TT7 T T TT7 ITT T TTTTT
16,5  gosroz | 16,5 | |
o 16| 1 g 16f .
155 .____.___‘____.___f_,,o | 15,5 |- i

L L [ | L1l
10— 103 102 10* 10°

physikalischer Zeitschritt (s) Anzahl an KV
grob -e- mittel -«- fein sehr fein ‘

Abbildung 6.3: Links: Impulsintegral des Auftriebsbeiwertes iiber den physika-
lischen Zeitschritt fiir alle Netzstufen; Rechts: Impulsintegral des
Auftriebsbeiwertes fiir den jeweils kleinsten Zeitschritt iiber die An-
zahl an KV

Die Unterschiede in ; zwischen dem groben und mittleren Netz zu den Ergebnis-
sen auf dem feinen und dem sehr feinen Netz sind hoher. Die maximale Abwei-
chung ergibt sich zwischen dem mittleren und dem sehr feinen Netz und liegt bei
6 %. Die Abweichungen der rdumlichen Diskretisierung sind daher nur auf dem
feinen und sehr feinen Netz vernachléssigbar.

Nachdem die Abweichungen durch die rdumliche und zeitliche Diskretisierung be-
wertet wurden, wird nun analysiert, wann ein eingeschwungener Zustand erreicht
ist. Die zehnte Periode der integralen Grofle C; wird als Referenzwert festgelegt und
die Abweichungen zu den anderen Perioden berechnet. Dieser Sachverhalt ist in
Abbildung 6.4 dargestellt.

Die relative Abweichung ist tiber die Perioden aufgetragen. Eine Abweichung klei-
ner 1 % wird auf dem sehr feinen Netz nach neun Perioden, auf dem feinen Netz
nach sechs, auf dem mittleren Netz nach drei und auf dem groben Netz bereits
nach zwei Perioden erreicht. Diese Unterschiede in der Einschwingzeit ergeben sich
durch numerische Diffusion. Eine hohere Netzauflosung fiithrt zur Auflosung fein-
skaliger Strukturen. Diese erhohen die Einschwingdauer.

In Abbildung 6.5 sind die Fourier-Koeffizienten des Auftriebs- und Widerstands-
beiwertes zu sehen. Die Verteilung der Moden und deren Amplituden sind auf allen
Netzen dhnlich. Beide Kenngrofien enthalten mehrere Harmonische der Grundfre-
quenz. Bei dem Widerstandsbeiwert sind hohe Amplituden bis zur sechsten Harmo-
nischen zu sehen. Im Gegensatz dazu weist der Auftriebsbeiwert nur in den ersten
drei Harmonischen hohe Amplituden auf. Die Frequenzen f = [0; 1; 2; 4; 6; 12| Hz
sind tiber die Buchstaben a-f) gekennzeichnet. Bei diesen Frequenzen werden die
Real- und Imaginarteile der Stromung gesondert betrachtet.

93

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-202005041341-0



6 Weiterfiihrende Anwendungen

1071 ¢
102 3 E
5 :
103 3 E
—4 | | | |
10 2 4 6 8 10
Perioden
grob —e— mittel —— fein sehr fein

Abbildung 6.4: Relative Abweichung von C; auf allen Netzen iiber zehn Perioden
tiir das NACAOQ012-Profil mit mehreren Anregungsfrequenzen

Cy Cd
4 T T [
| 0,3¥ d) .
v 3 \‘ 1 o ) “
N ol |
220 1 1 = Lo le
g‘ b \Vr \’ g* \U} 0| \} |
<410 | <oy M I 1
) ||| D ¢ ) i /\ L f
0 HH\ A s A”A it OHH‘fHHHH AN A
0 5 10 15 0 5 10 15
Frequenz (Hz) Frequenz (Hz)
grob — mittel — fein sehr fein

Abbildung 6.5: FFT des Auftriebs- und Widerstandsbeiwertes fiir das NACA0012-
Profil angeregt mit drei Frequenzen

Die reellen und imaginéren Teile des Betrags der Geschwindigkeit fiir die oben ge-
nannten Moden sind in Abbildung 6.6 visualisiert. Bei der nullten Mode handelt
es sich um die zeitlich-gemittelte Stromung, daher ist fiir diese Mode nur der Real-
teil zu sehen. In Ubereinstimmung mit der FFT der Beiwerte zeigt Abbildungen 6.6
a)-f), dass zur Reprasentation des Stromungsfeldes eine hohe Anzahl an Moden er-
forderlich ist. Vor allem im Abstrombereich tritt ein breites Frequenzspektrum auf.
Erst eine Uberlagerung einer Vielzahl an Harmonischen fiihrt zu dem instationdren

Stréomungsbild.
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6.1 Oszillierendes NACA0012-Profil angeregt mit drei Frequenzen

a) —

Geschwindigkeit

Geschwindigkeit
02
Geschwindigkeit
0.1
o
02
Geschwindigkeit
0.1
e
0.2
Imaginérteil f =4 Hz
Geschwindigkelt Geschwindigkeit
0.1

Geschwindigkeit

Geschwindigkeit

Imaginérteil f = 12 Hz Realteil f =12 Hz

Abbildung 6.6: Imaginar- und Realteil des Betrags der Geschwindigkeit der einzel-
nen Moden auf dem mittleren Netz fiir das NACAQ0012-Profil ange-
regt mit drei Frequenzen
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6 Weiterfiihrende Anwendungen

6.1.3 Berechnungen mit zeitspektralen Verfahren

Die instationdre Stromung um das oszillierende Profil wird nun mit dem GMRES-
DILU-PETSc-Loser mit einer Anzahl von drei bis zwo6lf Harmonischen nachgerech-
net. Zusatzlich dazu wird eine Stichprobe mit 20 Harmonischen berechnet. Auf
dem mittleren und feinen Netz werden die Unterrelaxationsfaktoren in der Im-
pulsgleichung zu «;, = 0,5 gesetzt. In Abbildung 6.7 sind die Stromungsfelder
des Zeitschrittverfahrens und der zeitspektralen Rechnungen zur Zeit t = 0 s mit
N = [4; 7; 11] zu sehen.

Geschwindigkeit (m/s) Geschwindigkeit (m/s)
0 20 30 40 5 0 10 20 30 40 5

I H"\\ﬂu"\u\ % HH\\\WH‘\\\\

Geschwindigkeit (m/s) Geschwindigkeit (m/s)
(0] 1.0 20 30 40 . 0 1.0 20 30 40 5
| Ll ‘ [ARNRNE z X [RRRARRARTRNT] | ITRARRENET]

Abbildung 6.7: Betrag der Geschwindigkeit des Zeitschrittverfahrens und der zeit-
spektralen Rechnungen zur Zeit t = 0 s fiir das NACA(0012-Profil
angeregt mit drei Frequenzen

Die Analyse der Stromungsmoden in Abbildung 6.6 zeigte deutlich, dass auch bei
der 12. Harmonischen noch hohe Amplituden im Stromungsfeld hinter dem Profil
zu finden sind. Dies wird auch in Abbildung 6.7 deutlich. Hier sind die Geschwin-
digkeitsfelder dreier zeitspektraler Rechnungen und einer Rechnung mit Zeitschritt-
verfahren gegeniibergestellt. Bei den Ergebnissen der Zeitschrittverfahren zeigt sich
direkt an der Abstromkante des Profils eine Rezirkulationszone. Diese Zone an der
Hinterkanten ist mit geringer Anzahl Harmonischer nur teilweise aufgeldst. Die An-
regung mit drei Frequenzen fiihrt auflerdem zu einem breiten Spektrum an Moden
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6.1 Oszillierendes NACA0012-Profil angeregt mit drei Frequenzen

im Abstrombereich. Mit zunehmender Anzahl an Harmonischen néhert sich die Ge-
schwindigkeitsverteilung den Ergebnisse aus dem Zeitschrittverfahren.

Nun werden die Auftriebs- ¢; und Widerstandsbeiwerte c; am Profil betrachtet. Die
Ergebnisse der Rechnungen mit Zeitschrittverfahren und den zeitspektralen Ver-
fahren zeigt Abbildung 6.8. Fiir eine tibersichtlichere Darstellung sind hier nur die
Ergebnisse mit N = [4; 7; 11; 20] Harmonischen zu sehen.

mittleres Netz mittleres Netz
10 [ [ | )(_\” ] 1 T ,I?‘Lll T
A% /’//”-} /Kjf‘{:“?yii\‘
A A of [\
J )l? 4 /' ‘ ,I >§(1, ‘\ Y *
o S AN
Q »1?* il Q 5 /! ' \\‘\
[ )?9- //l _1 [ !, I, \\
~10| i : k// R
X / —2 | g .
—10 0 10 —10 0 10
v (Grad) v (Grad)
feines Netz feines Netz
5y

v (Grad) v (Grad)

— URANS -4- TSM4 TSM7 TSM11 -«- TSM20

Abbildung 6.8: Gegentiberstellung des Auftriebs- und Widerstandsbeiwertes fiir
das mittlere und feine Netz bei rdumlicher Diskretisierung zweiter
Ordnung fiir eine Anzahl von N = [4; 7; 11; 20] Harmonischen
berechnet mit einem zeitspektralen Loser und einem Zeitschrittver-
fahren; Abb. veroffentlicht in [13]
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6 Weiterfiihrende Anwendungen

Die Kennwerte sind fiir das mittlere und feine Netz iiber den Anstellwinkel auf-
getragen. Die Ergebnisse aus TSM und dem Zeitschrittverfahren haben dhnliche
Verldufe des Auftriebsbeiwertes. Beim Widerstandsbeiwert zeigen sich signifikante
Abweichungen zwischen dem zeitspektralen Loser mit vier Harmonischen und den
Zeitschrittverfahren. Bei sieben und elf Harmonischen liegen die Verldufe beider
Kennwerte dicht beieinander. Die beste Abbildung der Ergebnisse der Zeitschritt-
verfahren wird mit der TSM mit elf Harmonischen erreicht. Auf dem feinen Netz
zeigen sich jedoch auch bei elf Harmonischen noch Unterschiede, z.B. im Auftriebs-
beiwert bei v = 10 °. Der Verlauf des Auftriebs- und Widerstandsbeiwertes auf
dem feinen Netz kann erst mit der Stichprobe mit 20 Harmonischen abgebildet wer-
den.

Die Unterschiede werden tiber eine Betrachtung der relativen Abweichung €,,; zwi-
schen Zeitschrittverfahren und der TSM weiter quantifiziert. Die Abweichung ist
in Abbildung 6.9 iiber die Anzahl an Harmonischen aufgetragen. Nur die zeitspek-
tralen Rechnungen mit N = [4; 7; 11] Harmonischen erreichen ein dufleres Resi-
duum kleiner 1e—6. Alle anderen Rechnungen erreichen das zuvor definierte Kon-
vergenzkriterium nicht. Zur Gegentiberstellung der relativen Abweichung kénnen
dennoch alle zeitspektralen Rechnungen genutzt werden, da die Beiwerte konver-
gieren. Mit zunehmender Anzahl an Harmonischen reduziert sich die relative Ab-
weichung. Erst bei der Stichprobe von 20 Harmonischen werden Abweichungen
unterhalb von 1 % erreicht. Fiir Berechnungsfélle mit mehreren Anregungsfrequen-
zen sind wesentlich mehr Harmonische zur korrekten Reprasentation der Beiwerte
und des Stromungsfeldes notwendig als bei nur einer Anregungsfrequenz.

-3 | | | -3 I | | |
10 5 10 15 20 10 5 10 15 20

Harmonische Harmonische

—o— mittleres Netz —— feines Netz

Abbildung 6.9: Relative Abweichung zwischen dem Zeitschrittverfahren und der
TSM in den Impulsintegralen C; und C; tiber die Anzahl an Har-
monischen
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6.1 Oszillierendes NACA0012-Profil angeregt mit drei Frequenzen

Abschliefsend werden noch die Rechenzeiten gegeniibergestellt. Nur die zeitspek-
tralen Simulationen, die das Konvergenzkriterium erreichten, werden daftir heran-
gezogen. In Abbildung 6.10 ist das Verhdltnis der Rechenzeit des Zeitschrittverfah-
rens zu der Rechenzeit der TSM in Abhingigkeit der Harmonischen zu sehen. Bei
sieben Harmonischen benotigt die zeitspektrale Rechnung die Hélfte an Rechenzeit
gegeniiber dem Zeitschrittverfahren. Ein Break-Even in der Berechnungszeit errei-
chen TSM und das Zeitschrittverfahren voraussichtlich bei zwo6lf Harmonischen.

1,5 T T T T T

05 s

Rechenzeit (TSM)
Rechenzeit (URANS)

0 | | | | |
0 2 4 6 8§ 10 12

Harmonische

Abbildung 6.10: Verhéltnis der Rechenzeit von TSM zu URANS mit At = 2,5e—4 s

auf dem mittleren Netz in Abhdngigkeit der Harmonischen fiir das
NACAO0012-Profil mit drei Frequenzen

In diesem Abschnitt wurde ein Stromungsproblem mit hoheren Moden berechnet.
Bei der Berechnung der integralen Kennwerte konnen die zeitaufgeldsten Verlau-
fe auch mit geringen Harmonischen gut abgebildet werden. Bis zur zwolften Har-
monischen ist ein Rechenzeitgewinn der TSM gegeniiber dem Zeitschrittverfahren
nachweisbar. Um jedoch komplexe Stromungsstrukturen im Stréomungsfeld abzu-
bilden, sind mehr Harmonische notwendig. Die Ergebnisse lassen darauf schliefien,
dass ein Effizienzgewinn eventuell nicht mehr gegeben ist. Die Anzahl an Harmoni-
schen muss in Abhédngigkeit des Problemfalls, der Fragestellung und tiiber die An-
forderungen an die Berechnungsqualitdt definiert werden. Wenn bei unbekannten
Stromungen nicht abgeschitzt werden kann, wie viele Harmonische benotigt wer-
den, miissen im Vorfeld Berechnungen mit Zeitschrittverfahren durchgefiihrt wer-

den. Bei wiederholten Rechnungen kann dann aber auf die TSM zuriickgegriffen
werden.
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6 Weiterfiihrende Anwendungen

6.2 Propeller in Scherstromung

Die in diesem Kapitel gezeigten Ergebnisse wurden teilweise bereits von Baumbach
und Stiick [13] veroffentlicht.

6.2.1 Modellaufbau

Nun wird ein Propeller in Scherstromung berechnet. Der Propeller besteht aus vier
Fliigeln, die gleichméfiig um die Welle angeordnet sind. Die Welle des Propellers
liegt auf der xp-Achse des Koordinatensystems. Der Propeller wird axial mit ei-
nem Geschwindigkeitsprofil angestromt. Dieses dndert sich in Abhdngigkeit der x1-
Koordinate. Durch die Scherstromung resultiert ein oszillierender Zeitverlauf des
Schubs auf dem Propeller. Die axiale Geschwindigkeit 15 (x1) ergibt sich nach

duz
— o0 - ° . .2
Up(x1) = theo + oy x1m/s (6.2)
Der Propeller kann tiber den Fortschrittsgrad | beschrieben werden. Dieser ergibt
sich aus der Anstromgeschwindigkeit 1o, dem Durchmesser D und der Drehzahl n
zu

Uoo
] = ol (6.3)
Die Propellergeometrie und die Geschwindigkeitsverteilung sind in Abbildung 6.11
schematisch zu sehen.

Abbildung 6.11: Abbildung des Propellers in Seit- und Frontansicht mit anstrémen-
der Geschwindigkeit; Abb. veroffentlicht in [13]
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6.2 Propeller in Scherstromung

Das Fluid tritt in xp-Richtung in das Stromungsgebiet ein. Der Propeller dreht sich
um die xp-Achse mit einer konstanten Drehzahl. Die Re-Zahl wird tiber den Durch-
messer des Propellers berechnet. Alle Kenngrofien fiir den vorliegenden Berech-
nungsfall sind in Tabelle 6.3 zusammengestellt. Aus der Re-Zahl folgt, dass die Stro-
mung vollturbulent ist. Es wird daher das SA-Turbulenzmodell verwendet.

Parameter | Re J ?1_;?
] Wert \ 1,048e6 \ 0,768 \ 1,67 \

Tabelle 6.3: Berechnungsparameter fiir den Propeller in Scherstromung

Die Bewegung des Propellers wird als Starrkorperrotation des gesamten Berech-
nungsgebietes umgesetzt. Das Geschwindigkeitsprofil am Eingang ist dabei zeit-
lich konstant. Die Netze sind in dem kommerziellen Programm ANSA von BETA
CAE Systems Version 18.00 erzeugt. Drei Wandschichten zur Auflosung der Geo-
metrie werden eingefiigt. Das restliche Rechengebiet wird mit Polyedern unstruk-
turiert vernetzt. Die Berechnung des Stromungsfeldes erfolgt auf einer Netzstufen
mit 309.969 Zellen. Das Netz um den Propeller ist in Abbildung 6.12 zu sehen. Hier
ist sowohl das gesamte Berechnungsgebiet wie auch eine Detailansicht des Netzes
um den Propeller dargestellt.
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(b) Detail vom Propellernetz

Abbildung 6.12: Vernetzung am Propeller

Zur Diskretisierung der diffusiven Terme werden Stromaufwaérts-Verfahren zweiter
Ordnung genutzt. In der Turbulenzgleichung wird der konvektive Term mit einem
Stromaufwaérts-Verfahren erster Ordnung approximiert. Fiir die instationdren Rech-
nungen wird die Zeitableitung mit einem Riickwérts-Differenzen-Verfahren zweiter
Ordnung diskretisiert.
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6 Weiterfiihrende Anwendungen

Zur Bewertung der zeitlichen Abweichungen werden Berechnungen mit verschie-
denen CFL-Zahlen durchgefiihrt. Die Rechnungen werden von einer stationédren Be-
rechnung initialisiert. Die stationdre Berechnung erfolgt im Relativsystem. Bei den
instationdren Berechnungen werden insgesamt 15 Perioden berechnet. Eine Auf-
listung der CFL-Zahlen, des physikalischen Zeitschrittes und der Anzahl an Zeit-
schritten pro Periode fiir die instationdren Rechnungen mit Zeitschrittverfahren ist
in Tabelle 6.4 dargestellt. Bei den zeitspektralen Rechnungen werden fiir die Har-
monischen N = [1; 5; 10; 15; 20; 30; 40] Rechnungen aufgesetzt. Auch diese Rech-
nungen werden von der stationdren Losung initialisiert. Fiir die dufSeren Iterationen
gilt als Abbruchkriterium ein Residuum in der Geschwindigkeit kleiner 1e—5 und
im Druck kleiner 5e—4.

Nr. E}elﬁztl;illﬁc(};ir Zeitschritte pro Periode CFL-Zahl
1 4e—5 994 52

2 2e—5 1988 2,5

3 le—5 3977 1,3

4 8e—6 4971 1

5 7e—6 5681 0,9

Tabelle 6.4: Physikalischer Zeitschritt, Zeitschritte pro Periode und CFL-Zahl fiir
den Propeller in Scherstromung

6.2.2 Berechnungen mit Zeitschrittverfahren

Das eingeschwungene Geschwindigkeitsfeld um den Propeller zur Zeit t = 0 s fiir
die stationdre, die instationdre Rechnung mit Zeitschrittverfahren und die Unter-
schiede zwischen stationdrer und instationdrer Rechnung sind in Abbildung 6.13
zu sehen. Die Stromung wird durch die Rotation des Propellers in Drall versetzt.
Durch die Scherstromung am Eintritt kommt es zu einer Ablenkung der Stromung
in x1-Richtung.

Zur Auswertung der Berechnungen wird die dimensionslose Kenngrofie des Schub-
beiwertes c; herangezogen. Der Schubbeiwert berechnet sich zu

_ ApAg

Cs = KW, (6.4)
Ag = %DZ, 6.5)
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6.2 Propeller in Scherstromung

~ ~

Geschwindigkeit (m/s) Geschwindigkeit (m/s)
0.00e+00 2.0 3.0 40 50 7.00e+00 0.00e+00 2.0 3.0 40 5.0 7.00e+00
| | —l— | | | —e— {

(a) Stationdre Berechnung (b) Instationdre Berechnung

~

Geschwindigkeitsdifferenz (m/s)
-5.00e-01-2.0e-1 0.0 2.0e-1 5.00e-01
! e {

(c) Unterschied zwischen dem Geschwindig-
keitsfeld der stationdren und der instatio-
néren Stromung

Abbildung 6.13: Geschwindigkeitsfeld um den Propeller zum Zeitpunktt =0s

wo Ap die Druckdifferenz, n die Drehzahl, D der Durchmesser des Propellers und
Ap die Grundflache sind. Das Produkt aus Druckdifferenz und Grundflache wird
auch als Schub bezeichnet.

Die Geschwindigkeitsverteilung am Eintritt hat auch einen Einfluss auf den Schub-
beiwert. Dieser ist nicht konstant tiber der Zeit, sondern schwingt mit der Blattfolge-
frequenz. In Abbildung 6.14 ist im oberen Teil der Verlauf des Schubbeiwertes aller
Zeitschritte {iber die gesamte Berechnungszeit aufgetragen. Zusatzlich dazu ist im
unteren Teil auch der Verlauf der Kenngrofe in der letzten Periode gezeigt.

Alle Schubbeiwerte berechnet mit unterschiedlichen Zeitschritten sind dhnlich. Bei
Betrachtung der zeitlichen Verldufe tritt bis zu einem Zeitpunkt von t = 0,05 s ein
Uber- und Unterschwingen auf. Danach ist der Mittelwert der Schwingungen kon-
stant. Innerhalb einer Periode treten vier Minima und Maxima im Schubbeiwertver-
lauf auf. Diese sind auf die vier Blétter des Propellers zuriickzufiihren. Mit abneh-
menden Zeitschritt laufen die Verlaufe des Schubbeiwertes zusammen. Die Abwei-
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Abbildung 6.14: Schubbeiwert iiber der Zeit fiir die Propellerstromung

chungen in den Zeitschritten At = 8¢—6 s und At = 7¢—6 s iiber eine Periode liegen
unterhalb von 1 %. Die Berechnung mit At = 8¢—6 s wird daher als Referenzrech-
nung angesehen.

Im Gegensatz zu den zuvor berechneten Beispielen ist der Einschwingvorgang hier
deutlich ausgepragter. Um die Periodizitdt besser zu beurteilen, wird eine integrale
Grofie hergeleitet. Der Schubbeiwert cs wird dazu tiber alle Zeiten und Frequenzen
integriert. Das Impulsintegral wird als Cs bezeichnet und wird tiber

f=1000 Hz T
¢ = / / les(£) e 2ftdt d f (6.6)
f=0  t=0
berechnet.
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6.2 Propeller in Scherstromung

Das Impulsintegral Cs iiber alle Perioden ist in Abbildung 6.15 zu sehen. In den
ersten drei Perioden tritt zunachst ein Unter- und Uberschwingen der Lésung auf,
bevor sich C; einem konstanten Wert annihert. Nach drei Perioden sind die Abwei-
chungen unterhalb von 1 %. Die Losung wird daher als eingeschwungen angesehen.

102
3,6 10 T T T T T T

Q
34 |
'! o —6—0—6—0—6—6—0—0—6—o—=0
3,3 | | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14
Perioden

—— At =4e—5s o At =2¢—5s At =1le—5s
At =8¢—6s —e— At =7e—6s

Abbildung 6.15: Impulsintegral C, fiir die Propellerstromung

In Abbildung 6.16 sind die Amplituden des Schubbeiwertes tiber die Frequenz fiir
alle Rechnungen mit dem Zeitschrittverfahren aufgetragen. Die Unterschiede in den
Amplituden der einzelnen Rechnungen mit unterschiedlichen Zeitschritten sind ge-
ring. Die Amplitude der nullten Mode fillt am hochsten aus. Die zeitlich-gemittelte
Stromung tiberwiegt bei dem vorliegenden Berechnungsfall. Bei der Grundfrequenz
f = 25,146 Hz sind keine Peaks im Spektrum zu sehen. Allerdings treten bei den
Harmonischen der Blattfolgefrequenz, welche sich aus der Grundfrequenz multi-
pliziert mit der Fliigelanzahl ergibt, hohe Amplituden auf. Ab f = 500 Hz sind
die Amplituden des Schubbeiwertes deutlich abgeklungen. Es ist zu priifen, ob 20
Harmonische ausreichend sind, die Stromung gut wiederzugeben.
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Abbildung 6.16: Fourier-Koeffizienten des Schubbeiwertes der Propellerstromung
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Zusétzlich zu den Fourier-Koeffizienten der Schubbeiwerte werden auch die Moden
im gesamten Stromungsfeld untersucht. In Abbildung 6.17 a)-d) sind der Real- und
Imagindrteil des Geschwindigkeitsbetrags fiir die Frequenzen f = [0; 25; 100; 200]
Hz zu sehen. Die Buchstabenbezeichnung erfolgt analog zu der Kennzeichnung von
Abbildung 6.16.

a)
Geschwindigkeit (m/s)
0.0 20 4.0 6.0 8.0
AR L
Realteil f =0Hz
Geschwindigkeit (m/s) Geschwindigkeit (m/s)
0.90 ‘ ‘(‘3‘03 0.05 0.08‘ ' O‘.‘lO 0.00 ‘0.03 0.05 Oq§ > O‘.]O
Imaginérteil f = 25 Hz Realteil f = 25 Hz
c)
Geschwindigkeit (m/s) Geschwindigkeit (m/s)
0.000 0.008 0.005 0.007 0.010 0.000 0.003 0.005 0.007 0.010
(T L T iy
Imaginarteil f = 100 Hz Realteil f = 100 Hz

Geschwindigkeit (m/s)
0.000 0.001 0.003 0.004 0.005
r L

Geschwindigkeit (m/s)
0.000 0.001 0.003 0.004 0.005
i M

Imaginarteil f = 200 Hz Realteil f =200 Hz

Abbildung 6.17: Imagindr- und Realteil des Betrags der Geschwindigkeit der einzel-
nen Moden fiir den Propeller in Scherstromung
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Die hochsten Geschwindigkeiten treten bei der nullten Mode auf. Auch die Mo-
dalanalyse des gesamten Stromungsfeldes zeigt, dass die Amplituden der hoheren
Moden f = [100; 200; ...]| Hz im Vergleich zu der Amplitude der nullten Mode ge-
ring sind. Die Amplitude der zeitlich-gemittelten Hauptstromung, welche durch die
nullte Mode gegeben ist, iiberwiegt daher gegeniiber den Amplituden der hoheren
Moden, d.h. die Unterschiede zwischen der zeitlich-gemittelten Stromung und der
instationdren Stromungen sind klein (vgl. auch Abbildung 6.13). Durch die Scher-
stromung zeigt sich keine Symmetrie der Moden im Abstromfeld. Hohe Ampli-
tuden sind an den Bléttern und der Propellerspitze zu sehen. In beiden Bereichen
kommt es zu Ablosungen. Diese wechselwirken stromabwirts und die Moden im
Abstromfeld entstehen.

Abschliefsend sind in Abbildung 6.18 die Rechenzeiten fiir eine Periode der Propel-
lerstromung gegeben. Die Rechenzeit steigt mit abnehmendem Zeitschritt, da mehr
duflere Iterationen notwendig sind.

4000 |- a

Rechenzeit (s)

2000 | 8

1 2 3 4
Zeitschritt (s) 105

Abbildung 6.18: Rechenzeit pro Kern fiir das Zeitschrittverfahren fiir den Propeller
in Scherstromung

6.2.3 Berechnungen mit zeitspektralen Verfahren

Nun werden die Ergebnisse der zeitspektralen Rechnungen ausgewertet. Der zeit-
liche Verlauf des Schubbeiwertes ist fiir alle Anzahlen an Harmonischen in der Ab-
bildung 6.19 zu sehen. Zusitzlich zu den zeitspektralen Ergebnissen sind das Er-
gebnis aus der stationdren Rechnung und der instationédre Verlauf des Zeitschritt-
verfahrens mit At = 8¢—6 s eingezeichnet.
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Abbildung 6.19: Schubbeiwert des Propellers berechnet mit TSM fiir die Anzahl an
Harmonischen N = [1; 5; 10; 15; 20; 30; 40] und die Ergebnisse
des Zeitschrittverfahrens und der stationdren Rechnung; Abb. ver-
offentlicht in [13]

Bei der stationdren Berechnung wird der Schubbeiwert tiberschitzt, da die instatio-
ndren Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Schaufelkandlen und der Scher-
stromung nicht abgebildet werden konnen. Auch bei der TSM mit einer Harmoni-
schen féllt der gemittelte Schubbeiwert tiber der Periode hoher aus. Der Zeitverlauf
wird aufSerdem nicht getroffen. Erst mit fiinf Harmonischen wird der Zeitverlauf
im Trend abgebildet. Nun sind auch die vier Peaks im Schubbeiwert resultierend
aus der Scherstromung und der Stromung in den vier Schaufelkandlen zu sehen.
Die Amplituden des Schubbeiwertes entsprechen jedoch immer noch nicht dem
Referenzergebnis des Zeitschrittverfahrens. Mit zunehmender Anzahl an Harmo-
nischen néhert sich der zeitliche Verlauf den Ergebnissen aus dem Zeitschrittver-
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6.2 Propeller in Scherstromung

fahren. Ein deutlicher Unterschied im Schubbeiwertverlauf ist zwischen den TSM-
Ergebnissen mit N = 30 und N = 40 Harmonischen zu sehen. Mit N = 40 Har-
monischen reduziert sich die Amplitude. Der Verlauf des Schubbeiwertes dhnelt
auch mehr dem Ergebnis aus dem Zeitschrittverfahren. Dennoch treten auch hier
tiber den Zeitverlauf maximale Abweichungen im Schubbeiwert von 4 % auf. Der
Zeitaufwand mit 40 Harmonischen ist bereits deutlich tiber dem Aufwand mit dem
Zeitschrittverfahren, daher wird keine Stichprobe mit mehr Harmonischen durch-
gefiihrt.

Die absoluten Residuen der dufSeren Druckkorrektur-Iterationen aller zeitspektraler
Rechnungen sind in Abbildung 6.20 zu sehen.
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Abbildung 6.20: Residuen (L1-Norm) der dufSeren Druckkorrektur-Iterationen fiir
die zeitspektralen Rechnungen fiir den Propeller

Die zeitspektralen Rechnungen sind mit einem Unterrelaxationsfaktor von a;, = 0,5
durchgefiihrt. Fiir 30 und 40 Harmonische musste der Unterrelaxationsfaktor auf
ay = 0,3 reduziert werden. In keiner Rechnung werden Residuen kleiner 1e—5 er-
reicht. In den Residuenverldufen ist in den ersten 1000 Iterationen ein Schwingen
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zu beobachten, danach erreichen die Verldufe ein Plateau und die Residuen fallen
nicht weiter. Dies ist bei den Verldufen mit einer und fiinf Harmonischen nicht der
Fall. Die Anzahl an Harmonischen ist aber zu gering, um den zeitlichen Verlauf zu
reprasentieren. Dies ist auch im Residuenverlauf beobachtbar. Nachdem die Resi-
duen ein Plateau erreicht haben, fithrt auch eine erhdhte Anzahl an Iterationen zu
keiner weiteren Reduzierung in den Residuen. Die Gegentiiberstellung der Rechen-
zeiten findet daher bei 1000 Iterationen statt. Die Residuen mit 30 Harmonischen
fallen langsamer, da der Unterrelaxationsfaktor reduziert ist. Dieser ist daher auch
nicht in der Gegeniiberstellung der Rechenzeiten enthalten.

Abbildung 6.21 zeigt das Verhdltnis der Rechenzeit von TSM zu Zeitschrittverfah-
ren in Abhdngigkeit der Harmonischen. Die Rechenzeit der zeitspektralen Verfah-
ren wird fiir 1000 Iterationen evaluiert. Bei den Zeitschrittverfahren beinhaltet die
Rechenzeit drei Perioden, da erst danach ein periodischer Zustand erreicht wird.
Die Rechnungen fiir Zeitschrittverfahren und TSM fanden auf 16 Kernen statt. Der
Break-Even von dem Zeitschrittverfahren und TSM ist bei fiinf Harmonischen er-
reicht. Bei einer hoheren Anzahl an Harmonischen ist die TSM langsamer als das
Zeitschrittverfahren. Mit fiinf Harmonischen werden die Amplituden im zeitlichen
Verlauf des Schubbeiwertes jedoch nicht getroffen.

15
Sz
55 s

gl<
~l g

0

0 5 10 15 20
Harmonische

Abbildung 6.21: Verhéltnis der Rechenzeit von TSM zu URANS mit At = 8e—6 s

in Abhéngigkeit der Harmonischen fiir den Propeller in Scherstro-
mung

Dieser Abschnitt zeigt, dass der zeitspektrale Loser auch zur Berechnung von Stro-
mungsmaschinen geeignet ist. Die Ergebnisse mit TSM mit wenigen Harmonischen
konnen den zeitlichen Mittelwert des Schubbeiwertes besser wiedergeben als sta-
tiondre Verfahren. Allerdings kann der instationédre Verlauf des Schubbeiwertes erst
tiber eine hohere Anzahl an Harmonischen abgebildet werden. In diesem Fall ist
kein Rechenzeitgewinn gegeniiber Zeitschrittverfahren nachweisbar. Es bleibt da-
her in Abhéngigkeit des Berechnungsfalls und der Problemstellung zu priifen, ob
ein Effizienzgewinn umsetzbar ist.
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6.3 Ventilschwingung

6.3 Ventilschwingung

6.3.1 Modellaufbau

Abschliefiend wird der zeitspektrale Loser auf seine Sensitivitdt hinsichtlich der
Netzeigenschaften untersucht. Dazu werden Berechnungen auf strukturierten Net-
zen unterschiedlicher Seitenverhéaltnisse, auch Aspect Ratio (AR) genannt, durchge-
tithrt. Das Seitenverhdltnis wird berechnet tiber
1 [ax| + [ay| + |az|

ARZE' V2/3 7

6.7)

wo ax, ay, az die Flachen des Begrenzungsrechtecks eines KVs sind und V' das Volu-
men eines KVs ist. Bei einem Seitenverhéltnis von AR = 1 hat das KV eine Wiirfel-
Form. Mit zunehmendem Seitenverhaltnis wird das KV gestreckt. Vor allem im Be-
reich von Randschichten sind oftmals hohe Seitenverhiltnisse zu finden. Biilow,
Venkateswaran und Merkle [14] und Diskin und Thomas [21] zeigen, dass das Sei-
tenverhdltnis die Konvergenzeigenschaften negativ beeinflussen kann. Es wird die
Hypothese untersucht, dass die Steifigkeit des linearen Systems aufgrund hoher AR
vor allem beim zeitspektralen Verfahren zu schlechteren Konvergenzeigenschaften
tithrt. Dies begriindet sich darauf, dass beim zeitspektralen Loser die Konditio-
nierung der linearen Systemmatrix wegen dem zeitspektralen Quellterm ohnehin
schlechter gegentiber Zeitschrittverfahren ist und durch die hohen Nebendiagonal-
eintrdge der konvektiven Terme in den gestreckten Zellen es zusatzlichen zu einer
Verschlechterung der Konvergenzeigenschaften kommt. Das bedeutet, dass bei der
Verwendung eines zeitspektralen Verfahrens engere Netzqualitdtskriterien anzuset-
zen sind als bei Verwendung eines Zeitschrittverfahrens.

Die Untersuchung erfolgt anhand einer Ventilschwingung in Wasser. In stromungs-
mechanischen Bauteilen werden oftmals Ventile eingesetzt. Diese werden genutzt,
um den Durchfluss zu sperren und zu regeln. Neben Kugelventilen treten auch
Lamellen- oder Nadelventile auf. Die Ansteuerungsart der Ventile ist ebenfalls ab-
hidngig von der spezifischen Aufgabe. Oftmals werden selbstbetdtigende Ventile im
Stromungsmaschinenbau verwendet, da diese kostengtiinstig und einfach umsetz-
bar sind. Flatterventile 6ffnen selbststdndig bei entsprechend anliegendem Druck.
Beim Offnen des Ventils findet durch das Ausstrémen des Fluids ein Druckausgleich
vor und hinter dem Ventil statt. Die Bewegung des Ventils erfolgt meist periodisch
in Eigenfrequenz des Ventils. Die Ventilschwingung stellt eine besondere Heraus-
forderung an stromungsmechanische Berechnungen dar, da die Schwingungen auf
kleinen Zeitskalen erfolgen und grofie Anderungen im Druck und der Geschwin-
digkeit beim Offnen bzw. Schliefen des Ventils auftreten.

Die Abmessungen des Berechnungsgebietes und des Ventils fiir die nachfolgenden
Untersuchungen sind in Abbildung 6.22 dargestellt. Das Fluid stromt {iber einen
kleinen Zylinder ein und stromt iiber eine grofle Ausgleichskammer wieder aus.
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Zur Regelung des Volumenstroms werden beide Kammern durch ein Lamellenven-
til voneinander getrennt. Eine komplette Schliefsung des Ventils kann nicht realisiert
werden, da ein Loschen der KV nicht moglich ist. Aufgrund des Deformationsansat-
zes kann ein minimaler Spalt von 1e—4 mm zwischen Ventil und Gehéduse realisiert
werden, wie in Detail Z in Abbildung 6.22 zu sehen ist.

A-A Z
20:1
Z 1
\b m < z;:
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1Ventil
3,8
-
R375( o)
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[sometrische Ansicht (mit Schnitt A-A)

Abbildung 6.22: Berechnungsgebiet fiir die Ventilschwingung

In der Rechnung ist eine feste Geschwindigkeit am Austrittsrand gesetzt. Am Ein-
trittsrand wird ein fester, relativer Druck gesetzt und die Geschwindigkeit tiber eine
Null-Gradienten-Randbedingung berechnet. Die Verschiebungsfunktion des Ventils
ist mit

s(t) =a-sin(27 - ft) (6.8)

112

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-202005041341-0



6.3 Ventilschwingung

gegeben. Hier ist die Amplitude mit a gegeben, die Frequenz f wird auf die redu-
zierte Frequenz f, zuriickgefiihrt und die Re-Zahl wird aus dem einstrémenden Vo-
lumenstrom in den kleinen Zylinder und aus der Querschnittbohrung oberhalb des
Ventils berechnet. Die Parameter fiir den Berechnungsfall sind Tabelle 6.5 zu ent-
nehmen. Der Fall wird vollturbulent mit dem Spalart-Allmaras-Turbulenzmodell
gerechnet.

| Parameter | 2 (mm) | Re | fr |
Wert 0,2 [ 207.000 | 4,62

Tabelle 6.5: Berechnungsparameter fiir die Ventilschwingung

Um den verschiedenen physikalischen Skalen gerecht zu werden, wird fiir das Zeit-
schrittverfahren ein dimensionsloser Zeitschritt CFL gesetzt. Der physikalische Zeit-
schritt wird tiber CFL = ”A'—ﬁt berechnet. Dieser ist also bei kleinen Offnungswinkeln
kleiner, da im geschlossenen Zustand des Ventils die Geschwindigkeit hoch und die
KV klein sind. Wihrend bei voller Offnung groe Zeitschritte genutzt werden. Die
CFL-Zahl kann Werte von CFL = [5; 10; 20] annehmen. Die Zeitableitung wird
mit einem BDF-Verfahren zweiter Ordnung diskretisiert. Die Rechnungen mit dem
zeitspektralen Loser werden fiir eine Anzahl von N = [5; 10; 15; 20] Harmoni-
schen durchgefiihrt. Fiir die Analysen wird der Unterrelaxationsfaktor der zeitspek-
tralen Rechnungen in der Impulsgleichung zu «,, = 0,5 gesetzt. Zur Diskretisierung
der rdumlichen Terme wird ein Stromaufwarts-Verfahren zweiter Ordnung mit Be-
schrankung des Gradienten verwendet [70]. Die dufseren Iterationen des Zeitschritt-
verfahrens werden abgebrochen, wenn das Residuum im Druck kleiner 1e—5 und
in der Impulsgleichung kleiner 1e—6 ist.

Die Vernetzung des Gebietes erfolgt vollstrukturiert in der Software ANSYS ICEM
CFD. Dies erlaubt eine einfache Einstellung der Seitenverhiltnisse in den Zellen.
Es werden zwei unterschiedliche Netzstufen untersucht. Das grobe Netz enthalt
248.250 Zellen und das feine Netz 1.986.000 Zellen. In den beiden Ausgangsnetzen
liegen die Seitenverhiltnisse unter 1000. Das feine Netz dient ausschliefSlich zur Be-
wertung der rdumlichen Abweichungen. Auf Basis des groben Netzes wird ein Netz
mit hoheren Seitenverhéltnissen erstellt. Eine Ubersicht aller Netze ist in Tabelle 6.6
zu sehen.

| Nr. | Bezeichnung | Abkiirzung | Anzahl der KV | CFL-Zahl |
1 Grobes Netz AR-Verteilung 0 | Grob_AR0 | 248.250 5 10 20
2 Grobes Netz AR-Verteilung 1 | Grob_AR1 277.450 5 10 20
3 Feines Netz AR-Verteilung 0 | Fein_ARO0 1.986.000 5 10 20

Tabelle 6.6: Netzstufen fiir die Ventilschwingung
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In Abbildung 6.23 ist die Verteilung der Seitenverhéltnisse in den beiden groben
Netzen dargestellt. Die grofiten Seitenverhéltnisse treten im Bereich des Ventils auf.
Das restliche Berechnungsgebiet ist vorrangig mit AR <= 200 vernetzt.
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Abbildung 6.23: Verteilung der Seitenverhiltnisse im groben Netz

Das Ventil oszilliert starr in axialer Richtung. Bei der Verschiebung der Netzknoten
basierend auf der Bewegung der Riander ist sicherzustellen, dass auch bei starken
Verzerrungen die Netzqualitédt beibehalten wird und auch nach mehreren Perioden
das Netz noch rechenfdhig ist. Die Netzqualitidt in diinnen Schichten kann durch
die in OpenFOAM® zur Verfiigung stehenden Laplace-Verfahren nicht erhalten
werden [1]. Daher wird fiir den vorliegenden Berechnungsfall die Bewegung der
Netzpunkte mit einer zuséitzlichen Routine analytisch berechnet. In dieser erfahren
die Zellen in der Ventilebene die volle Auslenkung und die Verschiebung der Zellen
an den festen Wanden ist Null. Zwischen dem Ventil und den restlichen Wanden
wird eine lineare Verteilung fiir die Verschiebung der KV-Punkte verwendet. Dieses
Vorgehen ist auch bekannt als Transfinite-Interpolation. Diese Verschiebungsfunk-
tion dndert nur die x;-Koordinate der Netzpunkte. Das bedeutet, dass alle KV im
Berechnungsgebiet mitbewegt werden. Der Verschiebungsfaktor fiir jedes KV wird
zu Beginn des Loseraufrufs als festes Feld hinterlegt. In Abbildung 6.24 sind die Ver-
schiebungsfaktoren fiir das Ventilnetz fiir das gesamte Rechengebiet auf der linken
Seite und fiir einen kleinen Ausschnitt auf der rechten Seite zu sehen.

Das Netz bei minimaler und maximaler Auslenkung ist in Abbildung 6.25 zu erken-
nen. Die Oberfldche des Ventils ist in blau koloriert.
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Abbildung 6.25: Netz um das Ventil
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(c) Ventil vollstandig geschlossen
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6.3.2 Berechnungen mit Zeitschrittverfahren

Zum Zeitpunktt = 9,375e¢—4 s ist das Ventil geschlossen. Die maximale Auslenkung
ist bei t = 0 s erreicht. Bei Schlieffung des Ventils liegt ein hoher Druckunterschied
zwischen beiden Kammern vor. Mit Offnung des Ventils wird dieser kontinuierlich
abgebaut. In Abbildung 6.26 ist das Ventil halb geoffnet zu sehen. Die Stromlinien
sind in der Geschwindigkeitsamplitude und das Ventil im Druck koloriert. Es zeigt
sich, dass die grofiten Belastungen am Ventil direkt unterhalb der zylindrischen Off-
nung anliegen. Dort trifft das Fluid auf und wird um 90 Grad umgelenkt. Durch
den kleinen Spalt zwischen Einlass und Ventil wird das Fluid auf bis zu 450 m/s
beschleunigt, bevor es wieder in Richtung des Ausgangs gelenkt wird.

Geschwindigkeit (m/s)  Druck (m*2/s"2) Geschwindigkeit (m/s)  Druck (m"2/s"2)

20
-360
-740

20

Abbildung 6.26: Druckverteilung auf dem Ventil und Stromlinienverlauf im Berech-
nungsgebiet zum Zeitpunkt t = 9,375e—4 s

Fiir die Gegentiberstellung aller Rechnungen wird die Axialkraft auf dem Ventil
tiber der Zeit aufgetragen. Zundchst werden nur die Ausgangsnetze mit einem Sei-
tenverhiltnisse AR < 1000 betrachtet. Abbildung 6.27 zeigt die Axialkraft tiber der
Zeit fiir eine Periode. Insgesamt sind zehn Perioden berechnet worden.

2000

1600

1200

800

Axialkraft (N)

400

0 -0~ ‘ ‘
15 1,75 2 2,25 2,5

Zeit (s) 1103

—— Grob_AROCFL =5 - Grob_AR0CFL =10 -= Grob_ARO CFL = 20
-«x- Fein_ AROCFL =5 -e- Fein_ AROCFL =10 -= Fein_AROCFL =20

Abbildung 6.27: Axialkraft auf dem Ventil aufgetragen tiber der physikalischen Zeit
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6.3 Ventilschwingung

Bei vollstandig geschlossenem Ventil resultieren im groben Netz maximale Krifte
von 1900 N. Es sind nur kleine Abweichungen in der maximalen Axialkraft bei un-
terschiedlichen CFL-Zahlen zu sehen. Die maximale Axialkraft auf dem feinen Netz
ist um 5,3 % geringer als auf dem groben Netz.

Eine Untersuchung mehrerer Perioden zeigt, dass bereits nach zwei Schlieffungsvor-
gangen die Stromung eingeschwungen ist. Der Unterschied der Axialkraft zwischen
der ersten und zweiten Periode liegt unterhalb von 2 %. Die Rechenzeiten fiir eine
Periode pro Kern sind in Abhéngigkeit der CFL-Zahl in Abbildung 6.28 dargestellt.

— 10°

@

o 15¢F :
o

R

S 05)

<

8 0L \.\.\7 | 4’
Y 5 10 15 20

CFL-Zahl
-2 Grob_AR0O —— Fein_ARO

Abbildung 6.28: Ubersicht der Netzstufen, der CFL-Zahlen und der Rechenzeit pro
Kern fiir eine Periode fiir die Ventilschwingung

Die Zeitschritte in der Berechnung werden {iiber die dimensionslose CFL-Zahl ge-
steuert. Daher ergeben sich auf Grund der hohen Anzahl an Elementen und kleiner
Kantenldngen auf dem feinen Netz sehr kleine Zeitschritte. Die Rechenzeiten sind so
um ein Vielfaches hoher als auf dem groben Netz. Die Ergebnisse vom feinen Netz
werden daher nur zur Abschdtzung der Abweichungen aus der rdumlichen Diskre-
tisierung herangezogen. Die Studie der Seitenverhéltnisse beschrankt sich auf das
grobe Netz. Sowohl auf dem feinen, wie auch auf dem groben Netz gilt als Ab-
bruchkriterium der dufleren Schleife ein Residuum im Druck kleiner 1e—5 und in
der Geschwindigkeit kleiner 1e—6. Diese Kriterien werden auf beiden Netzen er-
reicht.

Anhand der letzten drei Perioden werden die Fourier-Koeffizienten der Axialkraft
ermittelt. Die Koeffizienten sind in Abbildung 6.29 fiir die Rechnung Grob_ARO0 mit
CFL = 5 zu sehen. Es zeigen sich klare Frequenzpeaks bei Vielfachen der Grund-
frequenz f = 800 Hz. Das Verhéltnis der Amplitude der 13ten- zur 1ten-Mode liegt
immer noch bei 1 %. Daraus folgt, dass eine hohere Anzahl von Harmonischen not-
wendig ist, um die Stromung abzubilden.
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Abbildung 6.29: Fourier-Koeffizienten der Axialkraft auf dem Netz Grob_ARO bei
CFL =5

Nun werden die Ergebnisse auf dem groben Netz mit hoheren Seitenverhiltnissen
untersucht. Bei CFL = [10; 20] brechen die Rechnungen ab. Es werden nur bei ei-
ner CFL-Zahl von fiinf Ergebnisse erzielt. Bei diesen Berechnungen zeigt sich im
Vergleich zu den Netzen ohne hohe Seitenverhéltnisse, dass innerhalb des Druck-
korrektur-Schrittes mehr lineare Loser-Iterationen benétigt werden. Aufierdem wer-
den auch pro physikalischen Zeitschritt mehr Druckkorrektur-Iteration durchlau-
fen. Die steigende Anzahl an Iterationen kann auch anhand der Rechenzeit beob-
achtet werden. In Abbildung 6.30 ist fiir das Ausgangsnetz Grob_ARO0 CFL = 5 und
das Netz mit hoheren Seitenverhiltnissen Grob_AR1 CFL = 5 die Rechenzeit iiber
der physikalischen Zeit aufgetragen. Der minimale Spalt zwischen Ventil und Ge-
hause wird zur Zeit t = 9,375¢—4 erreicht. Bei dem Netz Grob_AR1 CFL = 5 erhoht
sich die Rechenzeit stark, vor allem bei minimalem Spalt. Mit SchliefSen des Ventils
steigt die Geschwindigkeit am Ventil an, daher wird die Zeitschrittweite reduziert.
Da die Zeitschrittweite {iber die Bedingung At = % gesteuert wird, resultieren bei
hoheren Seitenverhéltnissen kleinere Zeitschrittweiten. Die Rechenzeit des Netzes
mit hohen Seitenverhéltnissen steigt daher stirker als die Rechenzeit des Ausgangs-
netzes.

105

1 10 I I
Z 08
= Ventil
OEJ 0,6 geschlossen 1
% 0,4 3
é) 0’2 _._,.——.——;

0 xﬂ—_—g——’f".—.

0 0,31 0,63 0,94 1,25

physikalische Zeit (s) 103
—— Grob_AROCFL =5 - Grob_AR1CFL =5

Abbildung 6.30: Rechenzeit {iber der Zeit fiir die Ventilschwingung
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6.3 Ventilschwingung

Die Axialkréfte auf dem groben Netz bei unterschiedlichen Seitenverhéltnissen und
auf dem feinen Netz sind in Abbildung 6.31 zu sehen. Die Simulation Grob_AR1
CFL = 5 hat einen geringeren Peak als die Simulation Grob_AR0 CFL = 5. Die
Unterschiede resultieren aus den hohen Seitenverhéltnissen am Ventil.

2000 w : :
1600 | 1
Z
& 1200
g \
4 i
© 800
< / \
< 400 / *\
0 ° P | \k,,,,\,
15 1,75 2 2,25 2,5
Zeit (s) 1073

—— Grob_ARO CFL =5 —e- Fein_AROCFL =10 Grob_AR1 CFL =5

Abbildung 6.31: Axialkraft auf dem Ventil fiir hohere Seitenverhaltnisse

Ein Ventilschwingen kann zuverldssig mit Zeitschrittverfahren berechnet werden.
Es zeigt sich, dass die Konvergenzeigenschaften von Zeitschrittverfahren sich mit
zunehmenden Seitenverhéltnissen reduzieren. Nur bei hinreichend kleinen dimen-
sionslosen Zeitschrittweiten werden Ergebnisse erzielt. Es sind erhebliche Rechen-
zeiteinbufien durch die hohen Seitenverhiltnisse in Kauf zu nehmen und es treten
Unterschiede in der maximalen Axialkraft auf dem Netz mit hohen AR gegeniiber
dem Ausgangsnetz auf.

6.3.3 Berechnungen mit zeitspektralen Verfahren

Abschliefiend werden die Ergebnisse des zeitspektralen Losers betrachtet. In Abbil-
dung 6.32 ist die Axialkraft der zeitspektralen Berechnungen und der Rechnung mit
Zeitschrittverfahren fiir die Netze Grob_AR0 und Grob_AR1 mit CFL = 5 aufgetra-
gen.

Der zeitliche Verlauf wurde bei den zeitspektralen Verfahren aus den Fourier-Ko-
effizienten berechnet. Auf dem Netz Grob_ARO ist bei allen zeitspektralen Rech-
nungen iiber den Zeitverlauf ein deutlicher Peak in der Axialkraft zu sehen. Mit
zunehmender Anzahl an Harmonischer naher sich der Verlauf den Ergebnissen aus
der Rechnung mit dem Zeitschrittverfahren an.
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Abbildung 6.32: Oben: Axialkraft auf dem Netz Grob_ARO fiir herkdmmliche Zeit-
schrittverfahren und zeitspektrale Verfahren; Unten: Axialkraft auf
dem Netz Grob_AR1 fiir herkdmmliche Zeitschrittverfahren und
zeitspektrale Verfahren (Alle Rechnungen sind mit einem Unterre-
laxationsfaktor von «;, = 0,5 durchgefiihrt.)

Auf dem Netz Grob_AR1 zeigt sich ein anderes Bild. Die Funktionsverldufe von
TSM N = 15und N = 20 zeigen starke Schwankungen. Mit einem Unterrelaxations-
faktor von a;, = 0,5 wird bei den Rechnungen mit 15 und 20 Harmonischen keine
Konvergenz in der Axialkraft erzielt. Auch bei einer Reduzierung des Unterrelaxa-

tionsfaktors auf a;, = 0,3 zeigen sich bei N =

[15; 20] keine besseren Ergebnisse.

Nur die zeitlichen Verlaufe mit funf und zehn Harmonischen bilden den Verlauf aus
Zeitschrittverfahren anndherungsweise ab.
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6.3 Ventilschwingung

Zur besseren Vergleichbarkeit aller Rechnungen wird die Axialkraft k, in den Fre-
quenzraum transformiert und anschlieflend tiber alle Frequenzen integriert. Das Im-
pulsintegral ergibt sich zu

i T
Ko = / / Ika ()| e~ 27Ftdt d . 6.9)
F=0t=0

Die relativen Abweichungen in dem Impulsintegral zwischen zeitspektralen Rech-
nungen und Zeitschrittverfahren sind in Abbildung 6.33 aufgetragen. Mit zuneh-
mender Anzahl an Harmonischen reduziert sich der Unterschied zwischen Zeit-
schrittverfahren und zeitspektralem Verfahren. Die Abweichungen auf beiden Net-
zen unterscheiden sich jedoch, so ist die Abweichung auf dem Netz Grob_AR1
kleiner als auf dem Netz Grob_ARO0. Dies ist zum einen auf die Referenzrechnun-
gen zurlick zu fithren und zum anderen auf die unterschiedlichen Druckkorrektur-
Residuen, die bei den zeitspektralen Rechnungen auf beiden Netzen erreicht wer-
den. Auch mit 20 Harmonischen treten auf dem Netz Grob_ARO0 immer noch Ab-
weichungen von 4 % in der Axialkraft auf. Mit zunehmenden Harmonischen kon-
nen die Abweichungen weiter reduziert werden.

0,157

€rel
o
—_

5 10 15 20
Harmonische
—— Grob_ARO —e— Grob_ARI1

Abbildung 6.33: Relative Abweichung in dem Impulsintegral zwischen den zeit-
spektralen Rechnungen und dem Zeitschrittverfahren fiir die Ven-
tilschwingung

Zur Beurteilung der Konvergenzeigenschaften werden die Residuenverldufe heran-
gezogen. In Abbildung 6.34 sind diese logarithmisch fiir die zeitspektralen Rech-
nungen tiber die dufieren Druckkorrektur-Iterationen aufgetragen.

Die Residuen der einzelnen Rechnungen weisen dhnliche Verldufe auf. Nach 400 Ite-
rationen wird ein konstantes Plateau erreicht. Das duflere Residuum reduziert sich
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Abbildung 6.34: Oben: Residuen fiir die zeitspektralen Rechnungen mit einem Un-
terrelaxationsfaktor «;, = 0,5 auf dem Netz Grob_ARO0 fiuir die
Ventilschwingung; Unten: Residuen fiir die zeitspektralen Rech-
nungen mit einem Unterrelaxationsfaktor «;, = 0,5 auf dem Netz
Grob_AR1 fiir die Ventilschwingung

insgesamt um drei Groflenordnungen. Es zeigt sich auch ein Anstieg des Residu-
ums mit hoheren Harmonischen. Die Rechnung mit fiinf Harmonischen zeigt in den
ersten 200 Iterationen zudem starke Schwankungen. Das vorgegebene Abbruchkri-
terium, ein dufleres Residuum kleiner 1e—6, wird nicht erreicht. Die Simulationen
werden daher nach 2000 Iterationen abgebrochen und ausgewertet. Danach ist die
Axialkraft an den Zeitinstanzen konstant.

In Abbildung 6.34 im unteren Diagramm sind fiir alle zeitspektralen Rechnungen
auf dem Netz Grob_AR1 die Residuen tiber die dufleren Iterationen zu sehen. Keiner
der Verldufe erreicht Residuen unterhalb von 1le—2. Vor allem der Verlauf mit 20
Harmonischen liegt deutlich oberhalb der anderen Verldufe. Alle Residuen zeigen
zudem starke Schwankungen in den ersten 200 Iterationen.
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6.3 Ventilschwingung

Zuletzt wird noch die Rechenzeit der zeitspektralen Rechnungen den Zeitschritt-
verfahren gegeniibergestellt. Hier ist zu beachten, dass es sich dabei nur um einen
Indikator handelt, da die Residuen der zeitspektralen Rechnungen nur um 2—4 Gro-
lenordnungen reduziert werden konnten. In Abbildung 6.35 ist das Verhiltnis der
Rechenzeiten der zeitspektralen Rechnungen zu der Rechenzeit des Zeitschrittver-
fahrens mit CFL = 5 auf dem groben Netz zu sehen. Fiir die zeitspektralen Rech-
nungen wurde die Rechenzeit fiir 2000 Iterationen ermittelt. Ein Rechenzeitgewinn
gegentiiber Zeitschrittverfahren mit CFL = 5 ist nur bis zu einer Anzahl von sieben
Harmonischen moglich. Bei CFL = 20 sind die Zeitschrittverfahren um einen Faktor
4,8 schneller als zeitspektrale Verfahren mit fiinf Harmonischen.

15 T T T
S
2l 5)
23 Break-Even
~ 0""""" I [
0 5 10 15 20

Harmonische

Abbildung 6.35: Verhéltnis der Rechenzeit von TSM zu URANS mit CFL = 5 auf
dem groben Netz in Abhdngigkeit der Harmonischen fiir die Ven-
tilschwingung

In diesem Abschnitt wurde anhand einer Ventilschwingung gezeigt, dass der zeit-
spektrale Loser auch komplexe Stromungen hoher Frequenzen auflosen kann. Ei-
ne gute Abbildung der Ergebnisse des Zeitschrittverfahrens ist erst mit vielen Har-
monischen moglich. Daher ist in dem vorliegenden Berechnungsfall kein Rechen-
zeitgewinn gegeniiber Zeitschrittverfahren realisierbar. Auflerdem wurde die Sen-
sitivitdt des zeitspektralen Losers hinsichtlich raumlicher Seitenverhiltnisse bewer-
tet. Wahrend erhohte Seitenverhiltnisse mit Zeitschrittverfahren effizient berechen-
bar sind und tiber zusatzliche Druckkorrektur-Schleifen abgefangen werden, fithren
die hohen Seitenverhéltnisse im zeitspektralen Loser zu Problemen. Mit zunehmen-
der Anzahl an Harmonischen kann der vorliegende Fall nicht mehr robust berech-
net werden. Hohe Seitenverhédltnisse zusammen mit bestimmten Stromaufwarts-
Diskretisierungsverfahren fithren zu einer Beschrankung der maximalen Zeitschritt-
weite und schlechteren Konvergenzeigenschaften [14]. Zusammen mit der zeitspek-
tralen Diskretisierung der Zeitableitung fiihrt dies zu Problemen im linearen Loser.
Die vorliegende Implementierung in OpenFOAM®) ist nicht in der Lage dies ab-
zufangen. Daher muss bei Verwendung des zeitspektralen Losers gesondert auf die
Qualitdt des Netzes, fiir die das Zellseitenverhiltnis ein Indikator ist, geachtet wer-
den.
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7 Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war die Entwicklung, Erprobung und Bewertung ei-
nes zeitspektralen Losers fiir inkompressible Fluide in dem offenen Stromungs-
16ser OpenFOAM®. Mit diesem Programm ist es moglich viskose, inkompressi-
ble, periodische Stromungen effizient zu l6sen. Die instationdren Navier-Stokes-
Gleichungen wurden dazu mit der Time Spectral Method diskretisiert und dartiber
hinaus wurden unterschiedliche Losungsstrategien zur Losung des nichtlinearen,
periodischen Systems untersucht.

Der Hauptteil dieser Arbeit gliedert sich in zwei thematische Schwerpunkte. Es wur-
den zum einen unterschiedliche Losungsstrategien des zeitspektralen Systems ent-
wickelt und diese in den Punkten Berechnungszeit, Parallelisierung, Konvergenz-
verhalten und Speichereffizienz gegentibergestellt. Zum anderen lag der Schwer-
punkt auf der differenzierten Analyse verschiedener periodischer Stromungspro-
bleme. Im Vordergrund stand dabei die Identifizierung der Frequenzanteile im Stro-
mungsfeld und der Abgleich mit den zeitspektralen Ergebnissen.

Zunidchst wurden die Time Linearized Frequency Domain Method und die Time
Spectral Method vorgestellt. Die TSM ist geeignet um komplexe Stromungsproble-
me zu losen und wurde daher in dieser Arbeit weiterverfolgt. Zuerst wurden deren
primédre Eigenschaften untersucht. Anschlieffend wurde ein Bezug zu den Navier-
Stokes-Gleichungen hergestellt. Darauf folgend wurden Zeitschrittverfahren und
TSM anhand einer einfachen Advektionsgleichung analysiert und die Unterschiede
beider Verfahren dargelegt. In der Gegeniiberstellung zeigte sich, dass die Konver-
genzeigenschaften bei der TSM schlechter waren als bei reguldren Zeitschrittverfah-
ren. Mit zunehmender Anzahl an Harmonischen und steigender Grundfrequenz re-
duzieren sich die Konvergenzeigenschaften. Auf Basis dieser Betrachtungen wurde
deutlich, dass ein Fokus auf die Vorkonditionierer und linearen Loser des gekoppel-
ten, zeitspektralen Systems zu legen ist.

Auf diese Untersuchungen folgte die Implementierung der TSM in die Losungs-
verfahren fiir inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen. Zur Losung des nicht-
linearen Systems wurde der SIMPLE-Algorithmus gewdéhlt. Bei diesem werden die
Impulsgleichungen der einzelnen Kollokationspunkte gekoppelt gelost. Vier unter-
schiedliche Ansdtze wurden verfolgt. Im ersten Ansatz wurden alle rdumlichen Fel-
der eines Kollokationspunktes zusammen gekoppelt und iiber ein Jacobi-Verfahren
gelost. Dies erlaubte eine einfache Implementierung in den vorhandenen Loser, al-
lerdings zeigte der gewédhlte Ansatz mit zunehmenden Harmonischen eine starke
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Degradierung in den Konvergenzeigenschaften. Daher wurde im zweiten Ansatz
das Impulssystem nach den Kollokationspunkten umsortiert und das System {tiber
ein Block-Gauf3-Seidel-Verfahren mit direkter Block-Invertierung gelost. Dieser An-
satz zeigte bessere Konvergenzeigenschaften, jedoch blieb die Recheneffizienz weit
hinter Zeitschrittverfahren zuriick. Im dritten Ansatz wurden alle rdumlichen und
zeitlichen Terme in einem Matrixsystem nach den Kollokationspunkten sortiert und
mit einem GMRES gelost. Die Vorkonditionierung des Systems erfolgte mit einer
diagonal-inkompletten LU-Zerlegung, wo zunédchst die zeitspektralen Terme ver-
nachlédssigt wurden. Im vierten Ansatz wurden auch die Kopplungsterme im Vor-
konditionierer berticksichtigt. Die Losung des gekoppelten Impulssystems erfolgte
hier in der externen Bibliothek PETSc.

An die Entwicklung und Implementierung schloss sich die Beurteilung der Ergeb-
nisse der zeitspektralen Methode an. Die Loser wurden anhand von drei einfa-
chen Beispielen getestet und gegentiibergestellt. Zum einen wurde eine stationdre
Couette-Stromung berechnet, um den Grenzfall der stationdren Stromung mit den
zeitspektralen Losern zu bewerten. Die Ergebnisse zeigten, dass alle zeitspektralen
Implementierungen die analytische Losung wiedergeben. Anschlieffend wurde ei-
ne hohere Anregung am inneren Zylinder vorgegeben und gezeigt, dass mehre-
re Harmonische zur korrekten Abbildung der Ergebnisse der Zeitschrittverfahren
notwendig sind. Im dritten Beispiel wurde die laminare Stromung um ein oszillie-
rendes NACAQ012-Profil untersucht. Eine Fourier-Analyse der Ergebnisse der Zeit-
schrittverfahren zeigte, dass durch die Nichtlinearitdt hohere Frequenzen als nur
die Anregungsfrequenz des Profils auftreten. Dies stimmte auch mit den Ergebnis-
sen der zeitspektralen Berechnungen tiberein. Mit zunehmender Anzahl an Harmo-
nischen reduzieren sich die Abweichungen zwischen Zeitschrittverfahren und zeit-
spektralen Verfahren. Das zeitspektrale Verfahren zeigt bei geringen Harmonischen
einen Rechenzeitgewinn gegeniiber Zeitschrittverfahren. Jedoch erhoht sich mit zu-
nehmenden Harmonischen der Speicheraufwand enorm. Zuséatzlich wurde anhand
des dritten Testfalles gezeigt, dass der vollgekoppelte Losungsansatz am besten fiir
Anwendungen in der Industrie geeignet ist, da er von allen zeitspektralen Losern
die hochste Robustheit zeigt.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurden drei komplexere Stromungsphdnomene unter-
sucht. Diese umfangreichen Analysen dienten dazu, die Grenzen der zeitspektralen
Methode und mogliche Entwicklungsrichtungen aufzuzeigen. Zunachst wurde das
NACAO0012-Profil mit mehreren Frequenzen angeregt und die Stromungsfelder be-
rechnet. Eine Modalanalyse des Stromungsfeldes zeigte die einzelnen Frequenzan-
teile. Vor allem in der Abstromung tauchten komplexe Strukturen hoher Frequenzen
auf. Das Abstromfeld konnte daher erst mit einer hohen Anzahl an Harmonischen
voll ausgebildet werden. Die integralen Kennwerte hingegen waren auch mit we-
nigen Harmonischen gut abbildbar. Es zeigte sich in diesem Fall, dass der Rechen-
zeitgewinn von zeitspektralen Verfahren gegentiber Zeitschrittverfahren abhangig
von der Fragestellung ist. Integrale Kennwerte konnen effizient mit dem zeitspek-
tralen Loser berechnet werden, aber die Berechnung der Strukturen im Abstromfeld
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7 Zusammenfassung

ist mit Zeitschrittverfahren schneller. Bei dem zweiten Testfall wurde die turbulente
Umstromung eines Propellers in Scherstromung simuliert. Durch die Wechselwir-
kung der einzelnen Schaufeln zeigten sich hohe Vielfache der Grundfrequenz. Zur
Abbildung des Zeitverlaufs des Schubbeiwertes waren mehrere Vielfache der Blatt-
folgefrequenz notwendig. Zuletzt wurde die Sensitivitdt des zeitspektralen Losers
hinsichtlich Netzgiite anhand einer Ventilschwingung bewertet. Zunehmende Sei-
tenverhdltnisse in den KV fiihrten bei hohen Harmonischen zu schlechteren Kon-
vergenzeigenschaften. Dies war bei Zeitschrittverfahren weniger kritisch.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass ein Rechenzeitgewinn durch zeitspektrale
Loser fiir einige Anwendungsfille nachgewiesen werden kann. Der Speicherauf-
wand im Vergleich zu Zeitschrittverfahren erhoht sich mit zunehmenden Harmoni-
schen jedoch deutlich. Die Konvergenzeigenschaften des zeitspektralen Losers re-
duzieren sich mit hohen Frequenzen, hoher Anzahl von Harmonischen und abneh-
mender Netzgiite, was vor allem bei Industriefdllen zu einer Einschrankung der
Nutzbarkeit fithrt. Grundlegende Untersuchungen der Stromungsstrukturen kon-
nen mit dem zeitspektralen Loser meist nicht erfolgen, da viele Harmonische not-
wendig sind, diese die Rechenzeit stark erh6hen und so kein Rechenzeitgewinn zu
Zeitschrittverfahren zu verzeichnen ist. Allerdings konnen integrale Kenngrofien,
wie z.B. die Axialkraft, auch mit geringer Anzahl an Harmonischer besser als mit
stationdren Berechnungen bestimmt werden.
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8 Ausblick

Die vorliegende Arbeit zeigt das Potenzial als auch die Grenzen fiir Berechnungen
periodischer, inkompressibler, turbulenter Stromungen mittels der TSM auf. Eine
Weiterentwicklung der Algorithmen wird von der Autorin als sinnvoll bewertet.
Die aktuelle Implementierung des Block-Gauf3-Seidel-Verfahrens mit direkter Block-
Invertierung kann dabei als Ausgangspunkt dienen. Hier sind ausfiihrliche Studien
notwendig, um zu priifen, dass eine Reduzierung der Schleifen iiber die Defektkor-
rektur und eine andere Implementierung des direkten Losers zu einer Erhéhung
der Rechenzeiteffizienz fiihren. Dieser Loser bietet aufSerdem eine gute Moglich-
keit verschiedene Parallelisierungsstrategien zu verfolgen. Auch eine Anpassung
der Vorkonditionierer und Loser in OpenFOAM®) ist denkbar. Momentan wird die
hochste Recheneffizienz durch Kopplung einer externen Bibliothek erreicht. Eine
Erweiterung der Funktionen und Methoden in OpenFOAM®) fiihrt nach Ansicht
der Autorin zu gesteigerter Effizienz. Innerhalb dieser Arbeit wurden nur die Loser
der Impulsgleichung angepasst. Es zeigt sich jedoch auch eine Zunahme der Loser-
Iterationen der Druckkorrekturgleichung bei steigenden Harmonischen. Auch hier
ist zu kldren, ob andere Vorkonditionierer und Loser besser geeignet sind.

Neben den Potenzialen in Numerik und Implementierung der TSM kann auch eine
Kombination der TSM mit adjungierten Systemen erfolgen. Das Adjungiertenver-
fahren zur Formoptimierung hat in den letzten Jahren auch im industriellen Umfeld
enorm an Bedeutung gewonnen. Es ist denkbar, die zeitspektrale Diskretisierung
auch fiir instationdre, adjungierte Verfahren zu nutzen. Instationdre, adjungierte
Verfahren rechnen in der Zeit riickwérts. Die Stromungsfelder der primalen Rech-
nung miissen daher in festgelegten Abstidnden gespeichert werden. Bei der TSM
liegt das gesamte zeitliche Feld in Form von Fourier-Koeffizienten vor. Das adjun-
gierte Verfahren kann daher von dem auskonvergierten, periodischen System star-
ten. Die primale Rechnung ist abgeschlossen und ein zusitzliches riickwartsgerich-
tetes Rechnen entféllt. Ein solches Verfahren kann zur instationdren Berechnung von
Wasserpumpen mit dem Ziel Druckpulsationen zu reduzieren genutzt werden.

Neben der adjungierten Optimierung eignet sich die TSM generell als Bestandteil
eines automatisierten Prozesses. Im Pumpenauslegungsprozess werden parametri-
sierte Laufrad- und Spiraldaten auf hochsten Wirkungsgrad optimiert. Der Pum-
penwirkungsgrad wird anhand einer stationdren 3D-CFD-Simulation im Relativsys-
tem ermittelt. Statt einer stationdren Berechnung kann auch mit der TSM gerechnet
werden und neben Wirkungsgrad und Druckdifferenz nach Druckpulsationen bzw.
andere zeitliche Grofien optimiert werden.
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Symbol \ Einheit \ Beschreibung

Operatoren
A Laplace-Operator
\Y Nabla-Operator
® dyadisches Produkt
% 1/m | 1. ortliche Ableitung
aa—z 1/m? | 2. értliche Ableitung
% 1/s | Zeitableitung
()t Inverse
Of Transponierte
@ Fehlerordnung
10)] Euklidische Norm
Grofe Griechische Buchstaben:
r Oberflache
@) Kontrollvolumen
Kleine Griechische Buchstaben:
I Unterrelaxationsfaktor
0% Grad | Anstellwinkel
) Kronnecker-Delta
€ Abweichung/Fehler
K Karmann-Konstante
A Eigenwert
1 Pa-s | dynamische Viskositat
v m/s | kinematische Viskositét
0 kg/m3 | Dichte
1Y spektraler Radius
T Pseudozeit
Tw N/m? Wandschubspannung
¢ generische Grofe
w 1/s | Winkelgeschwindigkeit
GrofSe lateinische Buchstaben:
A, Ajj Koeffizientenmatrix
D m Durchmesser
D, d; zeitspektraler Operator
F Flussvektor
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Fs Sicherheitsfaktor
I Einheitsmatrix
J Fortschrittsgrad
J Jacobi-Matrix
K Krylow-Raum
N Harmonische
Q Quellterm
R Restterm
S, Sij 1/s Deformationstensor
T Hz Periodendauer
74 m3 Volumen
\% Erhaltungsgrofien
Kleine lateinische Buchstaben:
a Amplitude
c4 Widerstandsbeiwert
C Auftriebsbeiwert
Cs Schubbeiwert
f Hz | Frequenz
n rad/s | Drehzahl
n Normalenvektor
p N/m? | Druck
r m Radius
t S Zeit
u, u; m/s | Geschwindigkeit
Ur m/s | Schubspannungsgeschwindigkeit
ut dimensionslose Geschwindigkeit
Ueo m/s | Anstromgeschwindigkeit
w Wandabstand
X, X; Ortsvariablen
yt dimensionsloser Wandabstand

Kennzeichnungen und Indizes:

Diagonaleintrdge
Nebendiagonaleintrage
Iterationsindex
Komponente

Schitzer

gemittelter Wert
Storung

Fourier-Transformierte
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Symbol Bezeichnung
1D/2D/3D | ein-/zwei-/dreidimensional
ALE Arbitrary Lagrange Euler
AC Kiinstliche Kompressibilitat
AR Seitenverhdltnis
BCGS Block-Colored Gauss Seidel Method
BDF Riickwarts-Differenzen-Formel
CFD Computational Fluid Dynamics
CFL Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl
CPU Central Processing Unit
DK Defektkorrektur
DNS Direkte Numerische Simulation
FD Finite-Differenzen
FFT Schnelle Fourier-Transformation
FGMRES | flexible Generalized Minimal Residual Method
FVM Finite-Volumen-Methode
GCI Gitterkonvergenz-Index
GMRES | Generalized Minimal Residual Method
HBM Harmonic Balance Method
iLU inkomplette LU-Zerlegung
KV Kontrollvolumen
LES Grobstruktursimulation
MPI Message Passing Interface
OpenFOAM | Open Source Field Operation and Manipulation
PISO Pressure Implicit with Splitting of Operators
RANS Reynolds-averaged Navier-Stokes Equation
Re Reynolds-Zahl
SA Spalart-Allmaras-Modell
SBM Solid Body Motion
SGS Subgrid-Scale-Modell
SIMPLE | Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations
SIMPLEC | SIMPLE-Consistent
SIMPLER | SIMPLE-Reviesed
TLFDM Time Linearized Frequency Domain Method
TSM Time Spectral Method
URANS | Unsteady Reynolds-Averaged Navier-Stokes Equations
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