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Verzeichnis der verwendeten Abkiirzungen

L yaty?
r =1 y(x“+y~)dr

M

Ely
GI

EC

-1
n

F

Tragerliange

konstante Triagerquerschnittsfliche’

(em)

{em?)

die auf die Hauptachsen x, y bezogenen

Tréagheitsmomente des Tragerquer-
schnittes

der polare, auf den Querschnitts-
schwerpunkt $ bezogene Tragheits-
radius des Tragerquerschnittes

Querschnittsfestwert

der in Richtung der y-Achse positiv
gezdhlte Abstand des Schubmittel~
punktes M vom Schwerpunkt$

der Saint-Venant'®sche Torsionswider-
stand des Tragerquerschnittes

der auf den Schubmittelpunkt M bezo=-
gene Wolbwiderstand des Trédgerquer-
schnittes :

der Elastizitdts~ bezw. Schubmodul
des Triagerwerkstoffes

die seitliche Biegesteifigkeit
die Torsionssteifigkeit

die Wolbsteifigkeit beziiglich des
Schubmittelpunktes M ’

der in Richtung der positiven
y~Achse positiv gezidhlte Abstand-
des Lastangriffspunktes vom Schwer-
punkt

(cmq)

(cm)

(cm)

(cm)

4

(em™)

(cm®)

(Kp/cmz)
(Kp.cmz)

(Kp.cﬁz)

(Kp.cmq)

(cm)

die in Richtung der positiven y-Achse

positiv gezdhlte Exzentrizitat der

Normalkraft von der Tragerschwerachse . (em)

die in Richtung der positiven y-Achse

positiv gezdhlte Hohe des Aufhiange-
punktes iiber der Querlastangriffs-
linie )

(cm)

die in Richtung der negativen y-Achse

positiv gezadhlte Ausmittigkeit der
Normalkraft von der Schwerachse
(bei fladchenartigen Tragern)
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die in Richtung der negativen y-Achse
positiv gezdhlte Hohe des Lastangriffs-
punktes tiber dem Schubmittelpunkt

(bei fldchenartigen Trigern) (cm)

die in Richtung der negativen y-Achse
positiv gezdhlte Hohe des Aufhidnge~

punktes iliber der Querlastangriffs-

linie ’ )
(bei fldchenartigen Tragern) - (cm)
die Intensitdt ‘der kritischen, gleich-

massig verteilten Querlast
($, bei fléchenartigen Trégern) -~ (Kp/cm)

die kritische Normalkraft (P, bezw,
P, als Druckkraft ist positiVv einzu-

setzen) ) (Kp)

das unterrder kritischen Belastung
auftretende, auf die. Querschnitts-
achse X bezogene Biegemoment
(Kp « cm)-als Funktion von z.

ideale Kippsicherheitszahl

Alle ﬁbrigeh Grossen, die in der ﬁachfolgenden;Arbeit ausserdem

vorkommen, wercen bei der Einfiihrung erlautert, -
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1. Einleitung und Problemstellung

Der Béurteilung der Stabilitat von Baukonstruktionen kommt

auch im Massivbau imner grossere Bedeutung zu. Die Entwicklung
des Spannbeton- und Fertigteilbaues triagt dazu bei, dass unter
optimaler Baustoffausnutzung noch schlankere Bauteile ausge=-
fihrt werden. Wahrend bei traditionellen Ortbetonkonstruktionen
ausser einfachen Knickproblemen kaum Fragen der Stabilitat
auftreten, ist dies bei Fertigteilkonstruktionen dﬁrchaus der
Fall. Als Beispiel sei das Kippen hoher Profiltrager als Dach-

binder erwahnt.

Besondere Aufmerksamkeit ist der Beurteilung der Sicherheit
éegen Auskippen der Trager im Montagezustand zu widmen., Im
Montagezustand ist die Bedingung der starren Torsionsein-
spannung an den Balkenenden (Randbedingung fir den Fall Gabel-
lagerung) meist nicht erfillt. Daher sind die aufgehangten

Tréager auf Kippen mehr gefahrdet als die gabelgelagerten.

Unter der Annahme vollstandig elastischen Materials wurden von
zahlreichen Forschern fur die ublichen Lagerungsarten (Gabel-
lagerung mit oder ohne Endscheiben und Einspannung) Formeln

angegeben, die eine Beurteilung der Kippsicherheit ermdglichen.
Hierzu vergleiche man [1] N [2] ’ [3] y [Ll], [5], [-6] y [ 7] und [b] .

Im letzten Jahrzehnt wurden zur Beurteilung der Kipﬁstabilitét
von Balken im Montagezustand einige Losungen werdffentlicht,
die strenggenommen nur fur aufgehdngte Balken mit Rechteck-
querschnitt Geltung haben. Eine fir einen beliebig géformten

Querschnitt allgemeingtiltige Losung liegt nicht vor.

CSONKA [9] ermittelte die Kipplast éines an einem Punkt auf'ge-
héngten geraden Trédgers. In einer anderen Verdffentlichung BD]
untersuchte er das Kipp-Froblem eines an seinen Enden aufge-
hangten Balkens. Das Kippen des in zwei symmetriséhen, sonst
aber beliebigen Punkten aufgehidngten geraden Stabes wurde von
BOLCSKEI [11] behandelt. Spéter untersuchte LEBELLE [12] das-
selbe Problem. MULLER vertffentlichte in [13] die Arbeit von
LEBELLE in einer zusammengefassten Form. PETTERSSON [14J unter-~

suchte den Einfluss der Aufhiangung auf die Kipplast gerader
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Balken mit rechteckigen Querschnitten; er fuhrte durch
Abminderungskoeffizienten die kritische Last eines aufgehdngten
Balkens relativ einfach auf den Fall des gabelgelagerten
Balkens zuruck. LEBELLE und FETTERSSON versuchten ebenfalls
durch Faktoren den Einfluss der Querschnittsfor@ auf die Kipp-
last zu beriucksichtigen., Diese Beiwerte diirfen jedoch nuf fur
I~-Balken angewendet werden.

In keiner der erwidhnten Abhandlungen ist der ungunstige Ein-
fluss einer axialen Druckkraft auf die kritische Last eines

aufgehingten Trigers behandelt,

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, allgemeine Ldsungen zur
Ermittlung‘der Kipplast der an ihren Enden aufgehidngten, geraden
Trager mit beliebig geformten, einfach symmetrischen, dunn-
wandigen, offenen duerschnitten aufzuzeigen, Als Belastﬁng wird
gleichmassig verteilte Streckenlast mit gleichzeitiger wirkung
einer exzentrischen Normaikraft angenommen.

Der -Einfluss von starren Endscheiben an den Stirnflichen des
Tridgers auf die Kipplast wird ebenfalls untersucht, und die ent-

sprechenden Losungen werden abgeleitet.

Anschliessend wird die Ubertragung der gewonnenen.\theoretjschen

Ergebnisse auf baupraktische Konstruktionen aus Stahl und Stahl-

beton gezeigt.

Zur Uberpriifung der abgeleiteten Losungen werden mehrere Modell-
versuche mit aufgehangten Tréagern durchgefuihrt. Als Werkstoff
wird Aluminium verwendet, Die Verbuchsergebnisse werden eben-~

falls mitgeteilt und mit den theoretischen werten verglichen.,

Im Anhang wird an Hand von Zalilenbeispielen die Anwendungsweise

der verschiedenen Kippgleichungen erlidutert.
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2. Grundgleichungen des Kipp~Froblems

2.1 Voraussetzungen

Gegenstand dieser Untersuchung ist ein gerader Trédger mit
gleichbleibendem einfach-symmetrischem, diinnwandigem, offenem
Querschnitt ( Bild 1). Es wird vorausgesetzt, dass der Werkstoff
dem HOOKE'schen Elastizitdtsgesetz folgt, die Verformungen des
Trégefs sehr klein sind und die Querschnittsfigur des Tragers

bei diesen Verformungen unverindert erhalten bleibt.

¥ ' ! y>

Bild 1: Querschnittsformen

Es wird ein rechtwinkliges Koordinatensystém X, ¥, Z verwendet,
dessen z-Achse mit der Tridgerachse und dessen y~Achse mit der
Symmetrieachse des Tragerquerschnittes zusammenfallen. Die Be-

lastung ist durch Querlasten mit oder ohne exzentrische
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Axialkrdfte vorgegeben. Alle Lasten sind in der Symmetrie~
Ebene des Tridgers wirksam und erzeiugen in dieser LEbene eine
Verformung der Trédgerachse, von der vorausgesetzt‘wird, dass

sie klein bleibt und vernachladssigt werden darf.

Der positiv gewahlte Wirkungssinn der Lasten ist in Bild-2
dargestellt, Die Grdssen e und a werden in Richtung der

positiven y-Achsé positiv: gemessen.

Ty
|

+
] ngi,&blgL o+ 4 ¢ 4.4 11 ¢ 1§ 3}

- P Rig

> -+

(Schwer-{f|M(Schub~ g e a

punkt)s m;ﬂe_lp;un_{rgi_ ’
. 7z a
(a)Querschnitt I—' - . Jr
1 94 {b) Ansicht

s - X Bild 2 System, Belastung und
Verformungsgrofien

(c)Verformungsgréflen

Die Querlasten behalten ihre Wirkungsrichtung wdhrend des Aus-
weichens bei, dagegen verschieben sich die Angriffspunkgé mit

den Querschnitten. Andererseits sollen alle Lasten verhaltnis-

gleich anwachsen bis zum Eintritt des Kippens.

Bezeichnet man die 1V, - fache Last als die Kipplast, so bedeutet
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Vi die Kippsicherheit. Es besteht also beibder);;fachen Last
ein indifferentes Gleichgewicht.

Es wird vorausgesetzt, dass die Querschnittsfigur des Trégers
beim Ausweichen unverénaeff erhalten bleibt, so dass die den
Beginn des Ausweichens kennzeichnende Vérformung durch ‘die un-~
endlich—kleine Verschiebung ug des Querschhittsschwerpunktes
in Richtung der x-Achse und dureh die unendlich kleine Ver-
drehung der Querschnittsfigur in ihrer Ebene. festgelegt werden
kann. Die positiven Werte von ué und ¢7sind in Bild 2c ange-

geben,

Die Aufhidngung des Trédgers kann in verschiedenen Arten er-
folgen. Die ﬁblichen‘Aufhﬁnwemethoden sind in Bild 3 schematisch
dargestellt. Bei der ersten Aufhangeart (Bild 3 a) wird der
Trager an seinen Enden in 2 Punkten derart aufgehangt, dass die
Aufhéngeseile an Jedem Rand in einer vertikalen Ebene liegen.,

In diesem Fall unterliegt der Tradger nur der Wirkung der vor-
handenen Querbelastungen. Fiihren hingegen die Aufhédngeseile zu
ginem iber der Trégermiffe (z =% ) liegenden Funkt ( Bild 3b),
so wird der Trager wegen der Schraglage der Aufhidngeseile zu~
sdtzlich durch eine eventuell exzentrische Lédngskraft bean=
sprucht, die leicht aus der Kréftezerleguhg in der y-z-Ebene
bestimmt werden kann. In den naéhfolgenden Untersuchungen wird
die Aufhiéngevorrichtung als starr vorausgesetzt. In Wirklichkeit
wird die Verbindung des Trégers mit dem Drehpﬁnkt der Aufhéangung
- dies ist meist der Kranhaken -~ durch die mehr oder minder
elastische Aufhidngevorrichtung hergestellt. Der Einfluss der
Elastizitdt der Aufhidngevorrichtung auf die Kippstabilitat

der aufgehéingten Triger ist bereits von LEBELLE [12] und KLANG [_15]
behandelt worden. Der letztere zieht die Schluééfolgerung,
dass.die Elastizitdt der Hiangeseile bei einer Trédgeraufhingung
nach Bild 3 a und 3 b fiir die Praxis meist vernachlédssigbar

klein- ist, solange die Winkel & und B = -300 gewdhlt werden.

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
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Bild 35 Aufh&ngung mitféls Seile
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https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0



-8 -

Die llohenlage der Aufhédngepunkte iliber den Lastangriffspunkee
R n
wird dugrch den Abstand ¢ festgelegt, wobei f in Richtung der

positiven y-Achae positiv gezahlt wird ( Bild 3c).

Eine dritte Aufhangemoglichkeit kommt bei der Verlegung von
Fertighauteilon im Industrie- und Hochbau in Frage, wobe-~

die Trager-an 2 Rundstahlschlaufen angehoben werden (Bifd 3d) .
In diesem Fall muss man die Elastizitdt der Aufhéngeschlaufen
beruckmichtigen. Dieses Problem ist ebenfalls von KLANG [15]
untersucht worden. Durch Einfithrung ciner reduzierten Auf-
hangehohe Kann die Kippstabilitit beurteilt werden, wie bei

dor ublichen Annahme einer starren Aufhingevorrichtung (Vergl,
[15] 1.

2,2 Differentinlgleichungen des Kipp-Problems

Mit den im Verzeichuis der verwendeten Abkiurzungen festge-
legten Bezeichnungen lauten die D.Gln. des Kipp-Problems [1]:[01

I/I/

-ECSP#“G}'E}’—-\’PLP?—V,“ ( My go)+EJ -
_.E] »{9’ ‘- VnMfo; + Vkif’°9 = 0 ’ !
. EJ ‘{‘//// E]}' ?llll Vx‘( ng,)//_‘_ \L'(PU’”- o , (Z]

wobed die Striche Ableitungen nach z bedeuten,

Die allgemeine Losung der gekoppelten. D.-Gln. vierter Ordnung

{1) und (2) enthilt acht Integrationskonstanten. An jeder der
hen
beiden Grenzen z = 0 und z = 1 des Integrationsbereiches stell
. . ; ; n
vier Handbsdingungen zur Verfugung. Die vier Randbedingungén:
ind, be~

die an Jedem der beiden Trigerenden vorzuschreiben s
andwert®

nitzen folgende Formen [b] : ( zur Kennzeichnung der K

wird der Zeiger r eingefuhrt)

a) Vorgeschricben wird eine bestimmte Querverschiebung u, r

des Querschnitt-Schwerpunktes als geometrische Randbe-

ve
dingung oder aber - wenn der Schwerpunkt sefitlich frei

schiebbar sst - die dynaminsche Handbedingung

d 3)
EJ,u” EJ +v,Pu -vk(M,q’)r-o . (
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b) Vorgeschrieben wird eine bestimmte Querneigung u; r
b

der Endtangente der Tréadgerachse als geometrische Rand~

bedingung oder aber - wenn die Endtangente seitlich

verdrehbar ist - die dynamische Randbedingung

4 p
By B n - e b e “

c) Vorgeschrieben wird ein bestimmter Drillwinkel . der
Querschnittsfigur als geometrische Randbedingung oder
aber - wenn die Querschnittsfigur in ihrer Ebene frei ver-

drehbar ist - die dynamische Randbedihgung
EC " 2 oy ” . M ’
M EP)- + E‘]Y Xq %- - EJ;’ yp’ uS,r -+ \‘( rX- X ?)— +
. .2 / Vi
+ %P LY -Gl $ = o : (5)

d) Vorgeschrieben wird ein bestimmtes Verwdlbungsmass ga,des
Tragerquerschnittes als geometrische Randbedingung oder
aber - wenn die Querschnittsebene frei verwOlbbar ist - die
dynémische Randbedingung

4

v 2 4,
ECy @+ EL X 9"~ EL Y, Y%y = o - (6)

Da sich die direkte Integration der D.Gln. des Kipp-~Problems
nur in einfachen Fadllen durchfihren lasst, bedient man sich

bei den allgemeinen Aufgaben besser der Energiemethode.

2.3 Energiemethode zur Losung des Kipp-Problems

Die potentielle Energie der am belasteten Trager wirksamen
inneren und dusseren Kridfte dndert sich an der Stabilitats-
grenze beim Ubergang von der geraden Gleichgewichtslage zur
benachbarten deformierten Lage um den Betrag ATl , der
nach Zusammenfassung der linearen und der quadratischen Anteile
in der Form

AT < S0 4 S0 (7)

dargestellt werden kann,
2
Der quadratische Anteil § [ , der fiir die Stabilitdts-

prufung der geraden Lage von Bedeutung ist, setzt sich aus den

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
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Summanden Af, Af' N AT zusammen, wobei A* die Form~
dnderungsarbeit der unendlich kleinen, beim Ubergang von der
geraden Lage zur deformierten Lage von Null anwachsenden Zu~
satzspannungen, A " die. Formdnderungsarbeit der in der geraden
Lage schon in voller Griésse vorhandenen, beim Ubergang zur de-
formierten Lége nicht mehr geénderten'Grdndspannungen und A”™
den Verlust an Arbeitsvermdgen der Husseren Krifte bedeuten.
Da nicht nur die gerade Lage, sondern auch die deformierte Lage
eine Gleichgewichtslage ist, muss die erste Variation der
potentiellen Energie sowohl fiir die gérade als auch fir die
deformierte Lage verschwinden. Das energetische Indifferenz-
kriterium fordert demnach .die Erfiillung der Gleichung

S( Szn) - o (8) fiir alle zuldssigen Variationen,

2.31 Ableitung des energetischen Indifferenzkriteriums

fir aufgehdngte Balkentridger

Die Formdnderungsarbeit der Zusatzspannungen unter Vernach-

lassigung der Biegeschubspannung und der sekundidren Wolbschub-

spannung betragt nach [ ]
pra . : ”
"—4[[(Ec +E} X ) ¢ +EJ'u ~ 2ELw e’y
+GJf€P ]dz . (9)

Da die Verformung der Querschnitte beim Kippvorgang als eine
Verschiebung und nachfolgende Verdrehung um den Schwerpunkt
aufgefasst wird, betrdgt die Dehnung.eines Faserelementes
nach [1]
2 2 2 c o -
” ’ 2 P-4 . S 76 A
€= Wer+Lu «Zr¢ s ixy Lty 29060

Fiir die Forminderungsarbeit des Grundspannungszustandes

K" =-ff € dF dz | :

erhdlt man mit 0'".-:'___“—+ J )/
. { ,2
A =—%°f[_'1‘3us+Pc,,gp -4.2M”, w4
+ Moy 1 S" J dz . “)
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Der Verlust an Arbeitsvermogen der Ausseren Kriafte A*’f wird
unter Zuhilfenahme geometrischer Vorstellungen wie folgt ent-
wickelt ( Bild 4).

Den ﬁbergang von der geraden Lage I zu der deformierten

Lage II denke man sich in zwei Schritten durchgﬁfﬁhrt.'Beim
ersten Schritt wird der Trager gemdss der Funktion u_ = ug (2)
seitlich ausgebogen und beim zweiten Schritt wird er gemiss
der Funktion (¢ = ¢ (z) verdrillt. Bei diesem Ausweichvorgang
erfahren die Lastangriffspunkte Querverschiebungen up (z),

die sich durch die Beziehung
Up(z) = U (z) - e @p(z)

beschreiben lasscn. Die auf dem Grundriss projizierte Last-
angriffslinie nimmt bei Lage II einen gekriimmten Verlauf an
(Bild 4 b). Die Resultierende aller Lastelemente Py dz bei

Lage II liegt offensichtlich ausserhalb der Symmetrie~Ebene
y-z, ndmlich im Schwerpunkt der projizierten Lastangriffs- ’

linie,

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
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Aufhdingepunkt
‘/.:_ gep

(a) Aufriff

31
4 e
Qo <h — 9
70 27,51 (Lagel) e
] an g;g“‘-’ll) Bild 4
z=0 + A“”’a{fep“"“ age I ~x  Kippvorgang bei
AN Aufhéngung
I \e
! \%%
el
Lage der Lastangriffs-
| AN / punhte
| \ ]
z ! (?o N\
| ©
S N S'pkdz(us-e ¢)=p, 1+ Xg
~| \
lug -—ef fh
! \
x ! L.
R \ (b) Grundrif3
p dz \
! k
Z=2Z %
A4 L Y=Us-e¥
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In bezug auf die Aufhiéngepunkte wiirde die Resultierende Py 1l
ein Drillmoment von der Grosse Py 1. XR erzeugen, wobei

XR den in den Grundriss projizierten Abstand des Schwerpunktes
der gekrimmten Lastangriffslinie von der Tridgerlingsachse z be-
deutet. Nun herrscht jedoch kein Gleichgewicht, weil die Auf-
hangepunkte - wie vorausgesetzt - nicht in der Lage sind,
Torsionsmomente aufzunehmen, Daher .muss sich die Lastangriff{s-
linie bei Lageé II seitlich so weit verschieben, bis die Re-
sultierende aller Querlasten wieder in der Symmetrie-Ebene y~z
liegt. Jetzt befindet sich der Triadger in Lage III. Das Quer-
verschieben jedes Lastangriffspunktes um den Betrag XR bedingt,
dass jeder Querschnitt ein und dieselbe zusdtzliche Verdrehung
( q}'= const) erfahren muss (Bild 4a). Die Endquerschnitte

(z = o, z.= 1 ) milssen sich um die Aufhiadngepunkte als Drehpole
verdrehen, Die Lastangriffspunkte an diesen Stellen erfahren
infolgedessen eine seitliche Verschiebung von der Grésse {iw
(Bild 4 a).

Durch Gleichsetzen XR = F!p : (42)
ergibt sich die zusdtzliche Verdrehung \P des Tridgers.

Die dussere Querlast Py leistet mit den lotrechten Ver-
schiebungskomponenten der Lastangriffspunkte infolge Ver-
drehung der Querschnitte y‘(z) die Arbeit % Py eI sz dz
und infolge der zusdtzlichen Verdrehung der Querschnitte (p
die Arbeit % p 1 f Wi (Bild ka).

Daher erleidet die Querlast pk 1l im ganzen Trager den

Potentialverlust /
PO 2 2
KT (fref G 4 gl “

Die iiber die Triagerlidnge gleichfdrmige Verdrehung ¢ 16st im
Trager keine zusdtzlichen Verformungen aus. Das bedeutet, dass
keine zusitzliche Forminderungsarbeit geleistet wird.

Die enirgetischeZForderung {8) lautet nun:
y/ Z _ u2 2 ” ”
SLL[(EG ¢" v EL i s EJ 4% 2E] ¢, 4 ¢ "+
2 ,2 .2 2 “
+ Gk - R B e 2M, 4~ My ¢
2 £ 2 _ ‘
-pey’)dz - _z_k[/‘pj = o . )
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Die der gesuchten, kleinsten Kipplast zugeordnete Kippfigur
wird durch Ritzsche Ansatzfunktion angendhert beschrieben.

Diese lautet:

U = (E a; f, ()

t~1 (15)

mit 1 = 1,243 evesencssecrsceses.m

und

¢

n
,{E Ck 9, (2) (16)

mit k = 1,2;,3 s.cevecerssessssssen -
Hierin sind a; ék unbekannte Vorzahlenf Die Funktionen
fi (z) und 8y (z) sind so zu widhlen, dass sie die vorge-
schiebenen Randbedingungen des Problems erfiillen., Setzt man
(15) und (16) in (14) ein, fiihrt anschliessend die Integration
durch, und differenziert nun das Integrationsergebnis der
Reihe nach partiell nach den Vorzahlen a; § €y SO gelangt
man zu ( m + n ) linearen Gleichungen,
Die Minimumforderung (8) erfullt man dadurch, dass man die

erhaltenen liniaren Gleichungen verschwinden lésst.

2SN

CWE = 0 ooun
200 -

D Cx - (18)

Damit erhdlt man ein homogenes Gleichungssystem., Soll dieses
eine von der trivialen Nulldsung verschiedene L&sung fiir die

Unbekannten a;, 5, ¢ haben, wie dies ‘dem unendlich kleinen

Ausweichen des beI:steten Tragers entspricht, so muss seine
Koeffizientendetermiqante verschwinden.

Die Gleichung Ak = o (19)
stellt demnach die Kippbedingung dar und dient zur Be-

rechnung der gesuchten kleinsten Kipplast.

Der aus (19) erhaltene Wert fiur die kleinste Kipplast ndhert
sich um so mehr dem theoretisch strengen Losungswert, je
besser sich die durch die Ansatzfunktionen (15) und (16) festr

gelegte Kippfigur der theoretisch strengen anpasst.

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
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2,32 Ableitung des energetischen Indifferenzkriteriums fiir

aufgehingte, fldchenartige Tridger ( EIy = o0 )

Fldchenartige Tridger ( Bild 5) zeichnen sich durch sehr grosse
Biegesteifigkeit Ely im Vergleich zurFTorsionssteifigkeit

GIt aus. Erhalten ferner die freien Lingsrédnder eines fléchen-
artigen Tragers Druckspannungen, so darf man die Querver-
schiebung des Schubmittelpunktes M'verngchléssigen ( uy = o),
so dass die Biegesteifigkeit EIy =00 einzusetzen ist.

Die Formédnderungsarbeit setzt sich dann nur aus der Wolb-

und Tqrsion;schubarbeit Zusammen.

* e e P . (20

o= g (e 9" 1 ¢7) 29
° N ' -

-

X X
MZ__“ M - M
(b
'y (aj} oy )
\ )
X
-
'y (c)
Bild 5

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
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Wird zunidchst die Querschnittsverformung beim Kippvorgang
als eine Verschiebung und nacnfolgende Verdrehung um den

Schubmittelpunkt aufgefasst, so nimmt Gl. (10) folgende Form

an:

” .2 2 .2 2 2
= - 4 17y 1 ¢
E=dPUrp)+ 24 + F(r-x,) ¢ +~ 59 -
Mit w, = o wird die Dehnung eines Faserelementes
- 4,2 A 2 A 2 .2
={ 5 X = P —_ .
e=(2X+ 3y« 34 -7%) ¢ (20)

Bei flachenartigen Trigern ( Bild 5) lassen sich die Energie-
Ausdrucke vereinfachen, wenn das in Bild 6 dargestellte Be-

zeichnungssystem eingefuhrt wird. Hierin werden die Lasten und

die geometrischen Grossen mit Querstrich versehen, um eine Ver-

wechslung mit den iblichen Bezeichnungen zu vermeiden.

M/Aufhb'ngepunkt

+f Yy

o .
K Lastangriffspunkt

— Y (Normy/aﬂ)
- +a s .

M 1

x

[ xx<

y

"Bild 6 Koordinatensystem bei
flachenartigen Tragern
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Mit E‘:%-%ﬂ‘y

und & nach
Gl., (21) wird

Der Fotentialverlust betrdgt (Bild 7)

”

x -t 7
S GE e LRV

wobai a die Hohe des Lastangriffspunktes uber dem Schub-

(23)

mittelpunkt bedeutet.

£ dz

i M

del- cossﬂ)-’d?’ 5"

X

IM (Schubmtt!elpunkf)

Bild 7. Lastsenkung infolge Verdrehung & (z)um M
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Die energetische Forderung (8) lautet nun

l Iz /z e ’ —_— . 7
S[4[(ECa0" s 6% ¢ B i’ B G ot

(24)

Nachdem die energetischen Indifferenzkriterien (14) und

(24) fiir die aufgehidngten Tridger entwickelt wurden, soll im
folgendén.fﬁr verschiedene Lastfédlle und Randbedingungen die
Kipplast bestimmt werden.

Zur klaren Kennzeichnung der Randbedingungen wird von den in
DIN 4114 angefiihrten Kennwerten ﬁ und A,Gebrauch gemacht.

B gibt den Grad der elastischen Einspannung gegen Verbiegung

umd die v-Achse an.

ﬁ = 1 bei gelenkiger Lagerung umAy-Achse

ﬂ = 0,45 bei voller Einspannung

{30 sfellf das Mas; der Verwblﬁung des Endquerschnittes

) in Richtung der Trédgerachse dar.

ﬂS = 1 bei freier Verwolbung des Endquerschnittes

@o = 0,5 bei voller Verwdlbungsbehinderung des Endquer-
schnittes.

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
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3. Aufgehiingte Triiger ohne Endscheiben an den
Stirnflichen (' = [3. =1)

3.1 Gleichmiassig verteilte Querlast

3,11 Allgemeiner Fall:

Es muss vorweé qarauf hingewiesen werdén, dass die in den
D.Glnf'(l) und (2) auftretenden Grdssen us;(z) sy p(z)
nj;ht_?ieselbe Bedeutung haben, wie diejenigen, die im ener-
getischen Indifferenzkriterium (14)'vorkommen; Nach her Gleich~
gewichtgmethode stellen u; (z), ¥ (z) die:Gesamtv€rformungen
des Tragers von der unverformten, geraden Lage I zu der de-
formierten Endlage II;'dar. Hingegen beschreiben ug (z), p(z)
laut:  der im Abschn. 2.3 angefiihrten energetischen Uberlegungen
die Teildeformationen des Tréagers von de; geraden Lage I zur
deformierten Zwischenlage II (vergl. Bild 4).

Um eihe Verwechsluhg auszuschalten, werden die Gesamtver-
formungen mit uSO (z) und gi(z) bezeichhet, wobei gemidss

Bild 4 folgende Bezeichnungen gelten:

ug, (7)

6 (2)

Us (2) - (F+e) ¥ s (e

¢(z) - VY o (ze)

H

Dementsprechend sollten die in den D.Gln. (1) und (2) und
in den Randbedingungen (3) bis (6) vorkommende Verformungs-

grossen den Fusszeiger o erhalten.-

Fiir Trager ohne Endscheiben an den Stirnfléchen gelten ge-

miss DIN 4114 (5: 1; &': 1.

Es geltenvfolgénde geometrische Randbedingungen fiur die End-

querschnitte ( z = 0o ; z = 1)
Us, . = —(F+e) Y s
e = = ¥ ‘

(27)
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Die dynamischen Randbedingungen (4) und (6) kénnen

wegen M X, r = o0 in folgendefAForm geschrieben werden:

Usg =%y 97 =0, -

ECMq &7 —+ EJ )’H Q‘; —_ -EJY )"_1 llso = o .

Daraus erhdlt man

Us: = 0o e :

'OL”_ =’ o . ‘ ‘ (28)

Die Randbedingungen (27) und (28) sind vop den folgenden
- Losungsansidtzen erfiillt:

Ugy (2) =13> a, Sl'n!‘_l._ - (f+e) w

ns |
b SE. . )
¢, (z2) =2 Cm Sinp MIZ _ y . - (29)
me= { :
rWegenbder Symmetrie des Systems und der Belastung kommen

nur die symmetrischen Glieder der Ansidtze (29) in Frage.

Beschrankt man sich auf die ersten zwei Gliedgr der
trigonometrischen Reihe, so kann man fir u_ (z) undgﬂ(zf'

schreiben:

Ug (z2) = la 510.7;2 +[ __[Ez "
9&(2) = C, S/n".’z'_z-;-"c RyZ] 3__[712 e : (30)

Zunachst ist d1e zusatzllche Verdrehung Y’zu bestimmen.

Da XR die Lage des Schwerpunktes der gekrummten Angrlffs—

linie deflnlert (Bild 4b), folgt aus statlschen Momenten

Xe /[U dz - ef ¢ dz
und aus der Bedlngung (12) XR =fy v

= g d  ... e dz . I
Y lf‘/ z /éﬂ . ‘ (31)

Mit den ge&éhlten Ansﬁfzen (30) erhélt man den endgiiltigen

Ausdruck fiir \ in'der Form.

- 2 . | 3
w,“ﬂ"“%"‘ ec 4 (a3 _ ec ) -

7 Y 1 (32)
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Fliir das Biegemoment gilt =

v_j . )
Mek 3Pk (21 - 2%y - (33)

Setzt man die L&sungsansidtze (30) und die Ausdriicke (32)

firy und (33) fir M, in (14) ein, fiibrt anschliessend die

k
t
Integration durch und differenziert nun das Integrationser-

gebnié der Reihe nach partiell nach den Vorzahlen_al, €44 @
‘und ¢, , so gelangt man zu 4 linearehidléichungen. Durch Er-

3

fillung der Minimumforderungen (17) und (18) erhdlt man ein

3

homogenes Gleichungssystem.

Diese Gleichungen haben aber nur dann eine nicht triviale

Losung“mlt ays C4, a3, 03750, wennrdle‘Detefmlnante der

Koeffizienten verschwinden, d.h.

Kiy Kjo Kys Kyy
A = | Fer a2 Kaz Koy f=vo _ (34)
K51 Ksp Kyg Ky

Kyp Kyp Kyz Ky _
Aus der Kippbedingung A = o kdnnen die kritischen Werte Py

der Belastung berechnet werden.

Die oben stehenden K-Werte haben im vorliegenden Fall

folgende Bedeutungen:

4 3
4

K =%!_EJY__Z¢£ .
K.,=k& = "40EJY o . 4 4 [?e
/2_21—_2—["2 /H'f'/g z4+'8")+_n_2ﬁ -7_- 2

3 .

- = #

K ,gl C T 37? /ff— ’

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0



= (B0 e B L) J 6T — (B4

-ply - Lrlg -
}g.s= K, = "g b 374;2 /3[2’_[?; 7
’§4=5z‘*/§:7‘2[i’} ~6_4%25le_ ,
kas "*"212245% - 547,2 z;ﬁ ?
K, = K= - gLZ,V"E; Y, + ﬁlz(%ﬁ f’g)+£_2 kLZ-F— ,
» = + %4/_73,-" EGy + EJ," );f) + gzqu‘f -~ ;zlg

2 2
RE(E ) g g

Die Bestimmung der kritischen Last p, aus der Kippbedingung
(34) ist sehr langwierig und zeitraubend. Daher begnigt man
sich mit Ndherungsldsungen, soweit die Genauigkeit der Ergeb-
nisse unwesentlich beeintrichtigt wird. (vergl. Abschnitt

3.13)

Es geiingt eine geschlossene Ldsung zu finden, wenn folgende

einfache Losungsansidtze gewdahlt werden:

U, (z) = [q‘ g$in TZ. >
¢ (z) = C, s:'n-‘ll[z . (35)
Demnach vereinfacht sich die Kippbedingung (34) zu
K11 Kyp
= 0 . (36)
K K

) 21 22
Mit den obigen K-Werten erhilt man die gesuchte Kippgleichung
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- 23 =

wie folgt:

R LG &) (5= 22)(2- B+
¢ )
2

2 A 2 C
+2'7T. E_fi_)r{e_ - ZC):4+ Yﬂ+ﬁ:-f’+%2 —%:}J—
8 & -
-5 By E)Y + T GREL] = o (57)
oder in eiﬁer fur den praktischeﬁ'Gehrauch besser geeigneten
Form 7‘ ‘
PPLO[ 0,287 + 0,232 (& - Ix)
® ! % 2)] *

,
+plTEI [ /13,340 1 + 24,35

A9, 739 2 - R 49,739 EC
+ =N (et~ 2e) 4 X ) + == Fees
~ [ 2372 13 E—.sziJ’ + 240,35 GLEL] = o

| ' (38)

Die kritische Last fiir einige Sonderfdlle soll aus der

allgemeinen Gl. (38) abgeleitet werden,

1. Sonderfall: Gabellagerung ( f = o0 )

Hierin iiegt der Aufhiangepunkt, def ebenfalls den Drehpol des
Endquerschnittes des Trégefs darsfellt,~im Unendlichen. Das
bedeutet, dasé eine Verdrehung der Trédgerquerschnitte an den
Stellen z = o 4 2 = 1 nicht mehr moglich ist, was dem Fall
einer Gabellagerung entspricht.

Setzt man f =00 in Gl. (38) ein, so nimmt die Kippgleichung
die einfachere Form an:

2
0,287 52[“ + EJ, (13,90 1, + 24352 € - 52,3317, pl°-

X M

— (23%2,13 _§C7_2’E~.’v + 240,35 GLEJ)= o . (39)

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0



- 24 -

WITTE gibt in seiner Dissertation [8] eine Gleichung zur Be-
rechnung der Kipplast gabelgelagerter Balken an. Durch Er-
weiterung 8einer Gleichung mit 4 und Ausfuhrung einiger Um~-
formungen erhdlt man bei P, = o; M, = My = o Gl. (39) .

2. Sonderfall: Rechteckquerschnitt (rx =¥y = CN = o)

Ferner wird angenommen, dass die Querlast (z.B. Eigengewicht)

im Schwerpunkt jedes Querschnittes angreift, d.h. e = o ist.

Die Kippgleichung (38) lautet dann

£ 2 14
0287 £ + 2 pl" _ 240,35 FJ, = o
Gy £
¢ 40)
Mit der Annahme GIt = OO ergibt sich
Cly. £
P, = 120417
k ’ [ (1)

FuUr einen aufgehdngten Balken mit quasi wolbfreiem Recht-
eckquerschnitt Xann die kritische Last Py auch nach CSONKA DO]
ermittelt werden. Er gibt aus der Losung der D.-Gln. des
Kipp-Problems fur diesen einfachen Fall folgende Gleichung

an - siehe auch [1] -

2 2 2,2 2,2

CFrg - olt, oCL0 oL
fgjt(Z 0 T 30 gy )

2,2 2
= -4 . 4 A 2/
"’{Z(/To+/z+3o"2‘<‘fz+"") (42)
214 '

mit 03 = a [

Vernachlédssigt man die Summanden von kleinem Einfluss auf

das strenge Ergebnis, so erhalt man die Nahrungsformel
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Gl. (43) stimmt mit Gil. (41) iiberein, die mit Hilfe der

Energiemethode abgeleitet wurde.

LEBELLE [12] hat denselben Fall wie CSONKA, behandelt. Er
gibt die Kipplast in der Form

£ = LéﬁL“—ll EJ, GJ; (44)

an. Zur Erleichterung der Auswertungen ist der Parameter
gegenuber einer Hilfsgrosse 4ﬁa -VPE3;77§3:' in seiner
Arbeit graphisch dargestellt worden.

Um die Ubereinstimmung der Gl. (44) mit Gl. ( 40) iiberpriifen

zu konnen, muss diese Hilfsgrdsse zahlenméssig angegeben

werden.
Mit Iy / It = 1/ (fiir schmales Rechteck) ,
G = 0,4 E und f = 0,20 1

L]

wird 44/ - EJ, / GJ, 0,632

Aus [12, s. 826]1iest man o¢ = 0,8 ab. Die Kipplast
ergibt sich aus (44)

R = 44,304 ___j__‘EJleJf ;

und aus Gl. (46)

VeJ, GJ:
l:!

Damit ist die Ubereinstimmung der Gl. (44) mit Gl. (40)

pk = 14’332

nachgewiesen.

Ferner erkennt man die Tatsache, dass die Energiemethode

etwas hohere Werte liefert als die Gleichgewichtsmethode.
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3. Sonderfall: Unendlich grosse Biegesteifigkeit ( E 1 y =¢0)

Unter dieser Annahme vereinfacht sich Gl. (37) zu
2 .

p-T" 2 ECy + G

k emi_ 1 T A 8 7.7 z

: L (Tz' 4):;+e (Z"'Z YM.-‘-T;?;(C-ZG)'"-#-?’M)

*(45)

Es lisst sich zeigen, dass Gl. (45) in sehr einfache Form
iibergeht, wenn die Bezeichnungen gemdss Bild 6 eingefiihrt
werden, Im die Tfansformation von einem zum anderen Bezeichnungs-
system invﬁbersichtlicher Weise durchzufiihren, werden die bei=-

den Systeme in Bild 8 gegeniibergestellt,

-+ iAulhdngepunkf

Bild.8

Gege naberstelly ng der ver wendefenv
- Koordinatens ysteme
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Es ergeben sich folgende Gleichungen:

Pk 2 §k H - a 2 a
-~ Py s Fk : -~ e =.d - u (46)
-t 8¢ '
Nach Einfiihrung (46) -in Gl. (45) erhilt man ' « .
A _
2
T T/I2 ECy + GJ:

2 - =< ;
“ 1% os7es(2y,-1)4 d+q8105-g-’ )

3.12 Sonderfall : E1 y = o0
Hierin braucht man nur einen Lésﬁngsansatz fiir die Querschnitts-
Verdfehung g’anzunehmen; Man wahle den folgenden 3-~gliedrigen

Ansatz

$in STZ

v ‘ (48)

w(z) = c, §sinTZ %s/n 37‘2 - cs-_

T ‘
Die Bestimmungsgleichung (31) fﬁr'y?lautet~dann
- L
d .
Y =-S5 ] ¢ dz : v (49)
: [f %
Analog dem allgemeinen Fall lasst sich die gesuchte Kipp-

bedingung ableiten, die in folgendér Determinanten~Form

geschrieben werden kann.

A = Koq K22 K ‘= o (50)

K31 K3p Kiq

Dabei bedeuten
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b = LT (B (- AL
_pld - % Z{c__'_ -

Gook = B () Bl - B

ok - -G ) T - e T

YR (A
- fl—é—/ - 5‘%.2 ;fl;é’ 2 ,

K™ % —,272‘2(&_2)1”)%[ /?7/’2'7:7/[; 7

=BG 2T L (BT (L) fl-
- 4{(52_1 _ 4 R

Sonderfall: d = o, Cy = ©

Unter den Annahmen, dass die Last im Schubm}ttelpunkt angreift
und die Verwdlbung des Querschnittes vernachliéssigt ist (z.B, .
bei \/ -férmigen Querschnitten), ergibt die Kippbedingung

(50) ' ‘

2 .
p Yy =107 S (51)
- 2 yM - rx )

Es sei hierbei erwdhnt, dass die Kipplast nicht mehr von def
Aufhidngehdhe £ beeinflusst wird, wenn die Last im Schubmittel~ .
punkt.angfeift (d = o). Die Erkldrung dafiir liegt darin, dass
bei der Annahme EI y = - 0© der Schubmittelpunkt den Drehpol

des Querschnittes darstellt., Daher leistet die im Schubmittel-
punkt angreifendé Last keine Hussere Arbeit, die durch die Ver-

drehung des Querschnittes bedingt ist,
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wird vereinfachend der Losungsansatz (48) auf d1e ersten zwei
Glieder beschrankt, d.h,

¢

c, §1m ”—2-2 + G an 3%’-21 > (‘52),

so lasst sich die Kippbediﬁgung in einer geschlossenen Form

angeben wie folgt:

1Ry Raal B
A = ) = 0" . (53)
. K21 K22 - - .
oder ' Kl] K22 - K12 K21 = 0

Mit den obigen K-Werten in der Kippbedingung erhdlt man
folgende Gleichung:

(M)[;,(x Xl (T -)(3m-1) - 228 1
d(r-zw--o <s~-4)}+“§~

=

2 2 r4 2
) P EE) (0] +
L

A
). 4&@( r 8:1_7") +

+ @(—I—Q_
] 4 4 2 Z3
+d GIt(_2 _4g) +d ES —?-’I—//czr)]+
g F L - 5 & .
2 [~ EC 8 - 2
+sg(gzcn)+4,s_7r T,’ =G .:LZ"() o

- (54)
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der in eineér fur den praktischen Gebrauch besser geeigneten
ode

Form:

el {08038(% _zy,) - A93M (1, -2y,) d +ozsood-
z -3
— 4,5889 (% _2y) @ £+ 0, 2252 % } -
+4>l { 30,3595 (T, -2 ) Q_Jt + A303,354 (V,-2Y,) %
— 24 ¢H4o d §_ o~ Aq% 8846 d ECH
I'4

- ,18 2222 _Cf,, Qt - ,{604 0C8Y d E_G"’ } +

f £ e
+{ 219, A0S (G_J‘t) + 21¢34,2 CL_Jf ECSH -
+ A92 446,30 (ECH) ‘! o . (55)
Sonderfall: 4 =o0 N CM = ©

Gl.(55) ergibt hierfir

£lYs = A2u5 ST .

24 = Ty '(56)

Zur Uberprifung der Richtigkeit der Gl. (56) steht die Ver-
6ffentlichung von MEISSNER [7] zur Verfiigung. Hierin wurd{
ebenfalls der Ansatz (52) zugrunde gelegt. Nach langen
Zwischenrechnungen lésst sich seine Losung fiir den Fall

Ely = OO und bei Vernachlassigung der Querschnittavervﬁlbuns

wie folgt schreiben (Bezeichnungen gemﬁss Bild 2) :

2,6 (3
; 2 ( ¢
D-F )B&__ _ T (9B+D Ir = o
(‘B )‘41203402 2 frs ) ‘:1 +
mit B = (T-;—Z-A) —2":x —(%-}-A));’ <+ 2€ »

2 2
‘(3"-"")-;—' - (3F+4))_" + 2€ ’
F A ) --
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Mach Einfiihrung der Bezeichnungen gemiss Bild 6 nimmt die

obige Gleichung fiir den Fall d=o0 folgende Form an: ..

- ,2 : .
el = 421 8% (57)
: 27, - T .

Damit ist die Ubereinstimmung der Gl. (56) mit Gl, (57)

nachgewiesen,

Um spdter im Abschn. 3.13 die Brauchbarkeit der verschiedenen
gewonnenen L&sungen beurteilen zu kdnnen, wird auch der ein-

gliedrige Ansatz -

plz). = ¢, sin Z'I_Z

(58)
herangezogen.
Die Kippbedingung lautet: - -l&b’ k11 = o .
Daraus-folgt
. s 2
- 5t EC + GJ¢
A Mo — (59)

-7
fe= 12 osiz5 (27, =r)+ d + 0,815 g7

Diese Gleichung stimmt mit Gl. (47) vollkommen iiberein.
Gln, (47) und (59) sind aus verschiedenen energetischen

Indifferenzkriterien abgeleitet worden.

Sonderfall: d = o, CM = 0
Gl. (59) ergibt hierfiir _
- ;2 ' )
£lL/8 = 2455GJe . (60)
2 — Yy .

Die Brauchbarkeit der verschiedenen abgeleiteten Formeln

wird im nachsten Kapitel 3}13.gingehend behanaeit.

-3.13 Genauigkeitsbetrachtungen

Es ist zwischen 2 Querschnittstypen zu unterscheiden.
Zu Gruppe I gehoren die Balkentridger mit Rechteckquer-
schnitten bezw, mit T- und I- Profilen. Bei diesen Quer-

schnitten erweist sich der eingliedrige Aﬁsatz (35) zur
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Bestinmung der Kipplast als ausreichend genug. Aus der zuge-

htorigen Losung (39) erhalt .man fir quasi wolbfreie Querschnitte

3
pl = 289 i/EJ, 6T, .

nach TIMOSHENKO [4]
3
,;l - 28,3 \EI Gl .

Hierbei betragt die Abweichung zwischen der Energiemethode

(61)

(62)

(Gl. ©1) und der Gleichgewichtsmethode (Gl, 62) 2,12 %.

Bei T- oder I-Uuerschnitten lassen Vergleichsrechnungen fest-
stellen, dass der eingliedrige Aasatz (35) ausreichend genaue
Ergebnisse zur Berechnung der Kipplast liefert., (Abweichung ca.
3 % ). Hierzu vex'gleiche' man Heispiel 1 und 2,

Schliesslich zieht man die folgende Schlussfolgerung:

bie Kipplast der aufgehancten Balkentrager der Gruppe I darf

mit genugender Genauigkeit aus Gl, (38) ermittelt werden.

Zur Grujpe I1 gehoren die fliachenartigen Trager mit in

Bild 5 dargestellten (Querschnitten. Fur den Fall d= o,

C‘l = o ldsst sich die Kipjgleichung in folgender Form
schreiben: =,2
M = P‘( - GJ."- 1 :
k=g = % (63)
, 20y = Iy

wobeio¢ einen Beiwert darstellt, der vom verwendeten Ansatz

abhingig ist. o¢ ist der Tafel I zu entnehmen,

Taf el 1

—
Abbruchfenler
Ansatz o ruch
@ =C, gin lzz 2,155 aus Gl,. (bq) 96,3
G - g'x,'n? +* ‘i &n 3{3 1,215 aus le. (56) lg'?-
(f - C‘!l;"-zzoftin!? .'-?.h;ifz’_z 1,097 aus Gl. (51)
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Als Grenzzustand betrachte man den Lastfall eines konstanten

Biegemoments. Aus der strengen L&sung [16] ergibt sich unter

den vereinfachten Annahmen E]} = o0 , ECM = o das Kippmoment
: .GJ
Mk. = 1’0—'—G_£_.._ . (bl*)
2V~ Ty

Daraus erfolgt, dass der in Gl. (63) auftretende Faktor

auf jeden Fall grdsser als 1 sein muss, soweit die Quer-
belasthng.im Schubmittelpgnkg'angreift.

Ferner erkennt man aus Tafel I, dass der eingliedrige.Ansatz
(35) oder (58) véllig unbrauchbare Ergebnisse liefert., Hier-
Abei betragt der Abbruchfehler ca. 96 %. Hingegen betragt die
Abw?ichung ca. 1i %, wenn der Bestimmung der Kipplast ein zwei-
‘gliedriger Ansatz zugrunde gelegt wird. Die Zahlenrechnungen
zeigen, dass in Wirklichkeit der Abbruchfehler viel kleiner
ist, wenn der Lastangéiffspunkt mit dem Schwerpunkt zusammen-
fallt. Im Beispiel 3 betrdgt die Abweichung nur ca. 2,4 %.
Nun kann man die zweite Schlussfolgerung ziehen:

Die Kipplast der aufgehidngten, flachenartigen Trager der
Gruppe II darf mit ausreichender Genauigkeit aus Gl. (55)
bestimmt werden, soweit die Annahme EIy = oo Giiltigkeit hat.

Dies wird im nidchsten Kapitel 3:;14 weitgehend untersucht.

Konnte von der Annahme Eiy = o0 kein Gebrauéh,gemécht wgrden,
so miisste die Kipplast zumindest aus der k4-reihigen Determinante
(34) érmittelt werden. Das ist der Fall bei fléchenaftigen
Trégern,'wehn die freien Léhgsrénder Zugspannungep erhalten
(Bild 1 ¢ - d). Gliucklicherweise besitzen solche flachen-
artigen Trégef enorme Kippsicherheit: Daher kommt die Kipp=-
untersuchung solcher Fidlle praktisch nie in Frage (vergl. Bei-

spiel 4).

3.14 Untersuchung der Gultigkeit der Annahme EIv = o0

Um die Grenzen des Gﬁltigkertsbe}eiqheé der vereinfachten.An-
nahme EIy = oo festzustellen, sollte man die Kippbedingungpn
(34%) und (53) miteinander vergleichen. Dabei ist es praktisch
unﬁbglich, einfache Regeln in Ubersichflicher weisebherzu-

leiten. Deshalb begniigt man sich mit einem Néhérungsverfahreh,

das rasch zum Ziel fiihrt. Wie sjater gezeirt wird, lietert
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.dieses Verfahren niedrigere werte fiir die obere Grenze des
Gililtigkeitsbereiches.

Als Ausgang dieser Untersuchung dient die quadratische
Gleichung (37) mit £f =00 und e = o . Sie kann nun in der all~

(’ﬁgl)z"" /g(/ﬁ;l) + f = © (65)

geschrieben werden.

Darin bedeuten .

VAR PR
e, (77 5)
: & 2 - 2

6 =l[(1r__,1)gx _(%..,.4').):1] R

412(2‘ZE o Gh)

Im allgemeinen lasst sich die Lb‘sung einer quadratischen

Gleichung durch eine unendliche Reihe wie folgt ausdriicken:
2 3
(/2[)=——-%(/1+)+2)\+5)\+--~.) >
. 2
m F >\ = O(X/B (66)

Andererseits nimmt Gl.. (65) unter der Annahme Ely = oo
! - Rk

fol de F = — I .

olgende Form an (f[J = B

Gl. (66) kann demgemiss in der Form:

7{31"45[(”*)*2‘)\2*.5)\3'*-””) 4(67)

geschrieben werden.

Nach Einfiihrung der Abkurzungen fir £, /S und "( wird
e ;
R o, uee (TS +G% ) |
= = ¢ . (68)
(AIW9 vy = 4,2898 vy )2 _
Die Kipplast pkl nahert sich um so mehr dem Grenzwert pkl
(bei EIY = o0 ), je kleiner der )\ -~ Wert ist. Im Grenzfall

verschwindet _>\ s wenn EIly eine unendliche Gr&sse erreicht.

Es ist bemerkenswert zu erwdhnen, dass )\ bei déppelt-

symmetrischen Querschnitten den Wert o0 annimmt, weil
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re. = ¥y = o ist. Das bedeutet, dass die in (67) auftretende

Reihe nicht mehr konvergiert.

Nun sollen die ).- Werte fﬁr\v’—fﬁrmigen und fir \./~formigen

Querschnitt ausgewertet werden.

Fiir den diinnwandigen,\/ - formigen Querschnitt gelten folgeunde

Beziehungen (Bild 9)

. 2
YM = -2- Jz rx = — % »
JY =33 tsb s Ji =24 St3 s Cu=o,

1)

G

-Somit ldsst sich Gl. (v8) in der Form

X = - 3¢, -(L)z(zf | (69)

rE .

h h

schreiben, wobei

€, = 0,0200 fir b/h = 1,0
= 0,0040 = 1,5
= 0,0010 = 2,0
= 0,00014 . =-3,0 .

A
\
) L

s e x |h

/ AL

) & —
L b M b
J :

y

Bild 9
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Fiir den diinnwandigen, flachen - Querschnitt (b/h > 3,0)
lauten die Querschnittswerte (Bild 10):

—_ 3 r = —.b.z— z—B—-z ?
o=%h " = 7h °’439h h
C,, = o,00508 t hz b .

Damit erhdlt man’

2 2
M o= - e (L_) (£)
. ~ \h h (70)
mit ¢, = 0,00014 fir b = 3 h
= 0,00006 = 3,5 h
= 0,00003 = 4 h .
e N flache Parabel
! T — X .
—ﬁh_ ’—"//,' nw
M
1 b : b=mh L
1 —
Yy
Bild 10
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Beschriénkt man sich auf die ersten zwei Glieder der Reihe
(67) und ldsst einen Fehler bis zu ca. 5 % zu, dann muss

folgende Bedingung erfilillt werden:

Z
(%)Z(%) é,mﬁ—oac -7

oder in zweckmidssigerer Forﬁ'

2 2 ‘ : '

(5 < |
(h) 5] = 7 A (71)

’? ist der Tafel II oder aus Bild 11 zu entnehmen.

T af e 1l 1X

V-formige Querschnitte . \_/—fﬁrﬁige Querschnitte
b/h ” b/h - 7
1 2,5 3 360
1,5 12,5 ' © 3,5 830
2 © 50 4 1670
3 360
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e

300_490 500

200

//
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: y
7 a
3 VA |
8 / -
o 7.~ Werte nach GL{?GJ /
; [ | |
/ ﬁn_ Werte nach GL(71)
: [ i |
e /
I I ]
[ ]
/
i
/’ Bild11 - m -Werte
/ Zur Bestimmung des Giiltigkeitsbereiches
der  Annahme E J= 0o '
0 10 - ’ '

2.0 3.0 ‘ 40
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Durch Vergleich'der 1?- Werte ist zu erkennen:

Je flacher der Querschnitt, umso grosser ist der Giiltig-
keitsbereich der Annahme EIy = o© . Wdahrend bei schalen=-
formigen Querschnitten die Vergleichsgréssek[lh)z(f/hf]

fur die in der Praxis vorkommenden Abmessungen scheinbar im
gliltigen Bereich liegt, mag es fiir V-fﬁrﬁige Querschnitte mit
b/h notwendig sein, den kleinsten Grenzwert 2?: 2,5 naher

zu untersuchen. In der Baupraxis schwankt 1/h meistens zwischen
15 und 25, widhrend t/h einen beliebigen Wert zwischen 1/12
und 1/20 annehmen kann. Als Mittelwert wahle man 1/h = 20,

t/h = 1/15. Das Vergleichsmass betragt 1,78 (f: 2,5),

Das heiést der mit der Annahme EIy = ©< verbundene Fehler
iiberschreitet nicht den festgelegten Grenzwert ( 5 %). Ver-
gleichsrechnungen zeigen, dass dieser Fehler noch klelner ist,
als oben geschildert wurde. Ein dhnliches Ergebnis wird er-
halten, wenn der Fall eines Balkentragers unter dem Angriff
eines konstanten Biegémomentes dem Vergleich zugrunde gelegt
wird. Denn es ist modglich, fiir diesen Fall eine strenge
Losung in sehr einfacher Form zu bekommen.

Nach [16] lautet ¢ie Losung:

: - 2
Be v B (20 - ) Mo~ (63 + EGy ll)_g.o,m)

und bei EJ = oo wird
v a3 et |
K = . (73)
2y, - T |

Nach ahnlichem Vorgan( erhalt man fir )\ analog Gl. (68)

(EJr -+ [_i E3y )
A= * (74)
( - 2 YM)

Fiir den V-fdrmigen Querschnitt

. . 2 .2 - S
X mFE
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wobei €, = 0,0110. fir b/h = 1,0
= 0,0018 = 1,5
= 0,0004 = 2,0

Nimmt man eineﬁ Fehler ‘bis 5 % in Kauf, so erhidlt man eine

dhnliche Bedingung wie folgt:

GG <z

7 ist der Tafel III oder aus Bild 11 zu entnehmen.

Tafel IIX

b/h fz

1 415
1,5 27
2 ' 125

Aus Tafeln II und III kann man feststellen, dass bei den-
selben Grossen von 1, h und t der durch die 77 - Werte

abgeschiétzte Fehler kleiner ist als der durch 27- Werte.

Zusammentassend kann man die Schlussfolgerqng ziehen, dass
im Hinblick auf die Baupraxis die Annahme Ely = 6® zur Vereine
fachung der Kipplastbestimmung fléchenartigef Tréger gerecht-

fertigt ist.

3,15 Einfluss der Aufhingehche "f" auf die Kipplast

Der_Einfachheit halber wifd angenommen, dass die Querlast im.
Querschnittsschwerpunkt angreift. Ferner wird der Einfluss
der Querschnittsverwolbung auf die Kipplast vernachl5ss1gt.

Nach}olgénd werden verschiedene Querschnittsformen untersucht.

Fiir Rechteck- und I-Querschnitte gilt Gl. (40), weil voraﬁs-

setzungsgeméss c ”vefnachléséigt ist.

M
Die Losung der Gl. (40) lautet:
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'lea = 3"”8‘% fGJe GJ, +

+/42,o9c%: GQJ, GJ, + 8353¢ EJYCng N ¢ 44)

Fur die Gabellagerung (f =00 ) wird Gl. (77) 2zu

) =
(Bt)e = /835,% EJ, GJ¢ T (78)

Bezeichnet man mit o©<X das Verhdltnis der Kipplast bei Auf-
héangung zu der bei Gabellagerung, so kann man fiir o¢ folgende

allgemeine Gleichung schreiben:

>~ =‘>‘4;L + ‘/}z}?zz + 4,0 . (79)

Fir verschiedene Eiy / GIt - Werte sind die Koeffizienten
3\4 -und )‘Z numerisch ausgewert worden und in Tafel IV

wiedergegeben.

Tafel IV

EIy / GI “)\4 ) ) 3\2
0,625 0,1520 0,0230
1 0,1204% 0,0145
2 0,0847 6,00.72
5 0,0537 0,0029
10 0,0381 0,0014°
100 " 0,0120" 0,0001*>

Der Parameter o¢ schwankt in dem Bereich 0< o< 4,0 .

In Bild 12 sind die Beziehungen zwischen f/1 und o< fir

die verschiedenen EIy / GI, ~ Werte dargestellt. Daraus er-

t
kennt man, dass der Einfluss der Aufhidngehohe auf die Kipp-
last bei Rechteckquerschnitten am ausgepridgtesten ist. Hierbei

vermindert sich die Kipplast sehr stark, besonders oei
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kieineren f/1 -Verhdltnissen. Ist z.B. f/1 = 0,20, so betrigt

die Abminderung der Kipplast ca. 50 % gegeniiber der Gabellagerung.
Mit zunehmendem EIy / GIt'wéchst der Parameter o< so rasch

an, dass fur einen I-Querschnitt mit Ely / GIt = 100 die Ab-
minderung der Kipplast bei f/1 = 0,2 gegeniiber Gabellagerung

nur 5 % betridgt, of erreicht den Grenzwert 1,0 bei f/1l = oo ,

Das bishérige Verfahren [12]; [}4] zur Berechnung der Kipplast
aufgehdngter Balken mit I-Querschnitten mit Hilfe der o& -Werte
fur Reéhfeckqﬁérschnitte.liefert zu unginstige Werte beziig-
lich der Wirtschaftlichkeit.

Fiir V-férmige Querschnitte konnen #@hnliche Uberlegungen ge-
macht werden, Wird von Gl. (55) ausgegangen, so kann man fir

¢ folgende Formel schreiben:

- Z (- TR e

Dabei bedeuten fir 1/h = 15

e - 4,870 + 0,0202 1/f s
% - 00,0231 + 0,0002k3 1/%
¢, - 219,170 ,

0,0231 + 0,000243 1/f
2@ = 130, . 244 s
und fir 1/h = 25

Q= 2,922 + 0,0073 1/f
1 0,0083 + 0,000053 1/T

")e', 219, 170
Z  0,0083 + 0,000053 1/f

?§= 217, 285 .

In Bild 13 ist die Beziehung zwischen f/1 und & fiir 1/h = 15
bezw, 25 dargestellt. Die aufgetragenen Kurven haben &dhnlichen
Verlauf wie ' die in Bild 12 dargestellten Beziehungen fir I-Quer-
schnitte. Sie unterscheiden sich dadurch, dass der Aufhiénge-
einfluss auf die Kippsicherheit praktisch nur bei sehr kleinen

/1 Werten spiirbar ist. Die durch die Aufhingung verursachte
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Abminderung der Kippiast»bleibt unter 5 %, soweit f/1 den
wert 0,05 nicht unterschreitet., Zusammenfassend kann man
folgende Schlussfolgerungen ziehen:

Der Abminderungsfaktor o« ist im starken Mass von der GrOsse
Ely / GIt beeinflusst. Die Wirkung der Aufhéngung auf die
Kippsicherheit klingt um so rascher ab, je grdsser die Biege-
steifigkeit EIy im Verhdltnis 2zu der Torsionssteifigkeit GIt
ist. Hierbei ist es unwichtig, ob es sich um I- oder V-Qgér-

schnitt handelt.
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J44

[ 1 1

der Aufh

I\ ®, (Authangung)
&= . (Godellagerung)
/=125
002 004 006 008 010 015 020 025
Pl /
./// Ihi = 1115

Bild 13  Abhdngigkeit der Kipplast von

angehohe bei

v-formigen Querschnitten
e=0, Cvq=0, Jy=00,G=04E

| l

0 002 004 006 008

10 als
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3.2 Gleichmissig verteilte Querlast und Angriff

einer exzentrischen Norralkraft

3,21 Allgemeiner Fall

Die geometrischen Randbedingungén (27) behalten auch hier
ihré Giiltigkeit bei. Die erfordérlichen, dynamischen Randbe-
dingungen (4) und (6) miissen nidher untersucht werden,

Aus der Gleichgeﬁichtsmethode ist leicht zu erkennen, daés
das dritte Glied "V Maxr @, .vd'er Gl. (4) die Komponente des
Randmomcntes M r in der Symmetrie-Achse 2P des ﬁandquer-

X,

schnittes nach der Verformung darstellt. (Bild 14)

L

vor Verformung nach Verformung

Bild 14

Bei aufgehdangten Ealken wird die Léngskréft P durch die
schragliegenden, starren Aufhingevorrichtungen hervqrgerufen
(vergl. Bild 3b).’Aus Bild 15 ist ersichtlich, déss der An-
ériffspunkt P der Normalkraft vor und nach Verdrillung des
Balkens auf dér,Symmetrie-Achse '17 des Randquerscﬁnittes
liegt. v
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Aufhéngepunkt

2=0

vor Verdrehung

Bild 15

Das heisst: Nach der Verdrehung ergibt das Randmoment

“’lﬁM"r" = \JK;P,O. keine Komponente in 22~ Richtung, Daher '
ist das Glied vtlb4,', gﬂ = @ anzusetzen, Die Randbedingungen
(34) bleiben hierbei erhalten.

Die 'Losungsansatze (35) kommen zur Anwendung, weil sie, wie es
aus Abschn, 3.13 zu ersehen ist, fiur die hier in Frage kommen-
den Querschnittsformen (Rechteck- und I-Querschnitten) aus-
reichend genaue Ergebnisse liefern; Fiir flacheﬁartige Trédger

gilt Abschnitt 3.22,

V/ ergibt sich aus Gl. (32)

v =T?;(,Ld4 - eq) - (81)
An Stelle der Gl. (33) schreibt man

Myx = Pa -,-ﬁ(zl - Z.Z') . . (62)
, . .2
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Aralog dem im Abschn. 3.11 behandelten Fall lasst sich aus

dem energetischen Indiffercnzkriterium (14) die gesuchte Kipp-

bedingung ableiten, die lautet

12
A = = o (83)
K21 Koo
Dabei bedeuten
4 - 3 2
- v &l 7
K < K ¥ 3 T4V pli., 4 plle
a*‘z,=_2—z.51):1+(2'17+3')5 + 72 F T
Co_2 ‘
+ 12‘-_120. 2
K L Y. T 1 pl
22 ’§T3<~ECH+E31)’M)+ZTGJ* _‘?,ge_
S(Etyplr - 2 ple _TPRY
Zu 8 r X 72 e f F4 _7—
- 1[2 Pary .
2 )

Mit den K-Werten erhidlt man die gesuchte Kippgleichung

— 24 352 P: ( f.,:' + T Q- a?') - R 'R‘LZ(A,‘luz r.-529za

+2,467 e + 2rL'P2+ 2arx -+ Zfez- /’4;,—9)4‘ /?CZZ‘/'

.{oza7+0232( LF*)} + 24,352 R { GT, +
93{¢°[ECM+EJ( +'L'P?+ GQ—?VMG)]}

+ L Sh {3,940 1o 4 24352 e 52,21 ), -

_,.42,7_37(6 2y, e + . )_,.49/73‘1'5_'&!

7] s | BV, A
" z{_{ E_J‘: } _(23??,43 ECw EJ, /1¥ 4+
+ 240,35 GJp EJY/12> = o . (8B
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3.22 Sonderfall EIy = oQ

Unter Anwendung des Losungsansatzes (48) erhilt man, wie
zZuvor aus dem energetischen Indifferenzkriterium (24), folgen-

de Kippbedingung:

11 12 13
A = |Kyy Ky, Kpgf=o0 . (85)
K3y Ksp Kss
Dabei bedeuten
- 7 E 4
K, _7_2rg[_fe+/ Y%M+(gq-3)(r_z>;4)/;>l_
- - - __Z -2 2 2 —
_/Rta._zﬁld_i(uf, %) Pe 4
+;T_(rx‘27v—1)ﬁa ’ 2
Lk . _A5 5 4 pld
K,z-lg,-—é—z_(f;—zzq)/f;l L
—~ 2
- . _ 65 5l _ 4 2 (d
Ky = K _Z__gg(rx_zz_, /Kl g__vsz ,
_ r_Z (4 2 A —
K. - i G[—J* + 847 glc_;, ~ (g - 3) 020k
- 52 2 . =
-FlE - £, Pkl{__d L A LT
9r? _ P.
ST (r-2zn) R ’
K 255 ey ypl -4, Rl
23 & T T jz¢ (re-2%)R T 5 k'f !
v
K = 257%GJ, L6257 E 25T 4 R
- 2 GTe+ s ?C_;4+(ﬂ ; (5_2{4)@
- 2 —_
_ p 4 ad _z267T z 2
/’{-[g' ~ 5y /ﬁ‘l;— 27 (P"’Z)E"‘
2 _—
25 - P.a
+ 2 (r 27, ) R« .
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\v1rd der zwelglledrlze Losunzqansatz ( 52) herangezogen; so

lasst sich, wie zuvor die Klppbedlngung, in einer geschlossenen

Form wie folgt angeben:.

A (S RS A S RN

1 4

'-.{0,804(7‘—27) A934(‘Y~Z)’)cl+0250c{—

- A,‘SBQ(YX _z__)'y’) -~ o 225 4 } - E .

4
S ey« )
+ 30,359 & (v -2py T( -zp)f

z _ .
+'482223_(LP‘+);:)_,12 222 o.( y)JZ+

L{—‘/38Z41 GJ‘? (Zﬁ ./.y )+ L/38 quta(‘r 2)’)-

+ P
- -.2.4624, 2) El—c"H ( LP_ + ) -~ 2/€3,2 i_%a(;-zg)}+
+ A1 {+?e3"°‘"<*>j<-“'/:> e 4 303,351 (1, -2y, -

- z_f;e?v d G%t ~ 4996, 885 d ET? _VAK’-ZZZT;{,:Q_\[R -
L Abod, 068 ECt |+ zaq, 47 (GTJf)f’ -

4
o 2
gy \ E o)’
+ 24634,2 gtlt'ETg" + A92 14¢, 0 (TJ")_"

(&e)
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3,23 DUNKERLY'sche Formel

Die Formel von DUNKERLY gilt fiir die Zusammensetzung von Teil=-
systemen; die ;lle die gleiche Steifigkeit, aber verschiedene

Belastungen haben. Z.B. kann man die gesamten &dusseren Krafte

des Gesamtproblems aus den Krdften dreier Teilprobleme zu-

sammensetzen (Bild 16) .

ot * *
M Al M IkJ/
pr LTI T T T T T TIT N p* CAI3 3 i1 1333
k N - ¥ & .Y
Gesamiproblem Teil probiem 1
Fi -—A;A gd——FL <:Q 2
Teilproblem 2 My Teilproblem 3 A

Bild 16 Zusammensetzung von Teilsystemen

Bezeichnet man die kritischen Grossen des Gesamtproblems mit
~ * .

ﬁ;l ’ Pk und Mk‘ d.h, wenn alle Lastgrossen zusammenwirken, -

dann gilt nach[}]

* »r -*
'léﬂ + Fz + lﬂﬁ -é 1 »
&L 'fi % -

(87)

wobei Py Pk + Mk die kritischen Grossen der Teilprobleme
bedeuten,

Setzt man die Verhaltnisse

* sl v
R P _ , M M
TR T FiZ T Pl f

als gegeben voraus, dann nimmt die Beziehung (87) die folgende

Form an:

4 Bl s
+ h4k =

Zﬁ( .-E; +

4. (88)
B
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Die bekannte DUNKERLY!
beiden Seiten der Gl,

L 1 .
gl ’?‘[ B + Wl > (£9)
wobe i ,?1 £ I?[

s ~*
Der Nidherungswert ﬁ?l

sche Formel wird ¢rhalten, wenn die

(88) gleichgesetzt wird,

ist stets kleiner als die wahre
Grosse ﬁ;l, wenn nur positive Eigenwerte betrachtet werden,
Bei 2 Teilproblemen kann die DUNKERLY'sche Formel mit einer
Geraden dargestellt werden.

Zahlenrechnungen zeigen, dass sich'Bt nur wenig von p:
unterscheidet (vergl. Beispiel 2).

Durch Anwendung der DUNKERLY'sclen Formel ( 89) wird der

Rechenaufwand wesentlich verringert.
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hanvte Traeger mit Endscheiben an den Stirnflichen
!__é____i_l__t_——'d—"——=—o’3—)
| Gleichmissig verteilte Querlast
el

une der Kippgleichungen

s.11 Ablert

te wird vorausgesetzt, dass durch die starren Endscheiben
t1e Verwolbung der Endquerschnitte in Richtung der Triager-
achae vollkommen behindert ist, wdhrend eine seitliche Ver-
tietuny der Endtangente an die Biegelinie u (z) voll mdglich
tet,

L1e sugehorigen kandbedingungen lauten fur die beiden End-

querschnitte ( z = o , 2 = 1)

Uy = - fre) vy g =y (90)
e % s/ 1)

uto - );4 ('PD 2 g; = (o]

Lle itandbedingungen (90) sind von den folgenden Losungs-—
anaatzen erfullt: |

Y, (2) = [62:4 a, §in n_TLLZ-T%Z{%(,’—?[):Z::nZ%-
- (1(+e) Vo
4 ) = SZ < sinz mTz
iaom T ¥
(91)

—

1) .
Lie \er\ulnu“q a
¥ c

$
“obey ‘5 f; ds

ltxen ‘_D(z -

S
» /
s Querschnittes betrigt W(2)=-SO(;)J i ds

. . °
die Einheitsverwolbung darstellt,

°) 0 folgt dann g,)/(z =0 ) = o[l
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Zundchst wéhle man

= Tz a sin 37E
Y (2) = [ a, sin e { s 3T
2
3 z _Z ,
“GV E(4-F)-ag T F(4-F) (92)
7l : D 2
@) = ¢ sin  TE ¢ sin 3T’T2

Mit den Ansidtzen (92) erhdlt man aus (14) die Kippbedignng

Kii Kyp Kig Ky

Koy Kap Koz Ky

A = : = o0 (93)

K3i- K3p K35 Ky

K41 K42 K43 Kah

Dabei bedeuten

4 3
CHERE I Mt N
3 2 2 2
_ _ AT EJ
e ST B Bl TRl g 2R
4 ® '
’ﬁsg ki é;%z E %
K -k .36 Ty EL Y (281 . gl
WS T T ( 3¢ T + 35 ) 250 égé) Ll
2 2 :
+ 3T QLJQ + Hl
K Znﬂ c - 47T4 2 52
z 4 7% 4N 3 4/
.y 2 [ o2 2
_rn'gly 4 RS g e
T F T g {—5/,';‘[&'4;’
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3
- 48T EJ, % 225 9 T ol %
zz“lgz— 5 [zﬂ" sS4 T 250T> El'*lﬂ—ﬁl f“
4 2 e
YELKE_ (5T, 44 pl 9 bl
24—42—36.“_—ﬁb—(?.’-‘AS)BYM_FTZR,;_
4 2 2 2
- L - I Yy — S I e _ 4
Rl - hlp - ST RN E-fpls
K =&'.E4 EJy _ 4« 5_3
K o= EJ, Y 40 2 2 Yo
kso‘lis‘ Almjrz rn+8n_/il+v7bl++
4 ple |
* 5k r ,
2
154 = (EC, + EL Y, ) 8737 + 3241 EJdy M 4+
2 2
r _ /375, 4 3
* 3 Ok (—z—"?)f[%‘z'gﬁle‘
2 . &
3T 3 _ 8 T A ple .
—( é'*zsg> k['; % F:f[?EH 4/5,5
2
7 €
-3 Rl
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Scnderfall: Rechteckquerschnitt bei Gabellagerung

mit Endscheiben

Die Kipplast eines mit Endscheiben versehenen, gabelgelagerten
Balkens mit eéinem Rechteckquerschnitt lidsst sich in einfacher
Form angeben, weil die Grdssen Va0 Ty oo CM s 1/f ver- .
schwinden miissen, Ferner wird angenommen, dass die Last im-
Querschnittsschwerpunkt angreift (e=0).

Die Kipplast ergibt sich zu

3 ' : '
&l = 30,73 VEI €} - ‘ (94)

Vereinfacht man die Ansatzfunktionen (92) zu

- ' TE ‘€ STTE
us(z) = laA $in T + [a3 sin 2_

2
~cmTmyY 2 (4-2) ,
4ol L (95)
 z) = C,Sinz’%z ,
dann ldsst sich die Kippbedingung in folgender Form
schreiﬁen: » '
Kig Ko Kys
»A-_- Kyy Kpp Kpg = 0 . (96)

%31 K32 K5
Die K-Werte haben die gleiche Bedeutung wie in (93%).

1. Sonderf%ll: Gabellagérung (f= o0 )} mit Endscheiben
o 2445 21¢ , bl E] (215509 T 4 48 2c42 e
! ’2 -7t ’lt() b4 (#1, x + 71 -
. . . v (
- 61,3280 )14) - (94 88,53 EC,, EJY / 42 + 7

+ 240,35 G, £J + 26,56 EJ EJ v, /1}) = o -
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2. Sonderfall: Rechteckquerschnitt bei Gabellagerung mit

Endscheiben,

3 |
pL™ = 34,85 JE1 G .

(98)
Werden der Auswertung von (14) die Ansdtze
. : 2
d () = Tz _ 7 z -2y -
3 (z) { q{ Sln' i c, x; l (1 7 )
2 z z .
-9 X'IT(A"T)
: - 2 - Z 372
2 = ¢ Sin T2 G s -
@ (2) 5 S TE o+ G st (99)

zugrunde gelegt, so lisst sich die Kippbedingung aus (93)
erhalten, indem maﬁ die 3. Zeile und 3, Reihe der Deter-
minante (93) durchstreichen,

K11 K12 K14

A = By Ky Ky | = 0 (100)
Kuy Kyp Ky
Die K-Werte haben die gleiche Bedeutung wie in (93).

Sonderfall: Hechteckquerschnitt bei Gabellagerung mit
Endscheiben,
Wie zuvor nimmt die Kippgleichung die iibliche Form fiir

Rechteckquerschnitte an

3 .
E‘l = 3z07 (EJ GJ, . . (101)

Schliesslich wdhle man den dreigliedrigen Ansatz fiir u, o,

jedoch den eingliedrigen Ansatz fiir ‘SF
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A = n TZ. n 372
Us(z) - [a\sln. hF =+ las Sn i -+

A

. §I2 2, 2 _z

+['_05'Sln _(/:’F):‘_L(/l /L)’
2 A

(102)

o~

. i

Damit erhidlt mén:die Kippbedingung:

Kip Kip Ky3 Kyg

Kpy Koy Kpz Kyg

A = = 0 - (103)
v

31 32 33

K5y R5p K53 Kgs

Die K-Werte haben die gleiche Bedeutung wie in (93).

Ferner bedeuten

3
Ke = K = -4 RU
A5 5! 572 3 ,
. s .
< K . . 87T EJ RL (A _25 28
K R Th :’%?H T T ( 5 54 ¢8¢
w R . A plile
cas Ty Ty g7
K-k - _4 R
3 T 53 7 R
K oL ezsriry, _ 4. RO
ss z i 2srr o

1. Sonderfall: Gabellagerung mit Endscheiben (f = 00 )

Es gelingt hierfiir, die Kippbedingung (103) in einer ge--

schlossenen Form anzugeben. Die Kippgleichung lautet dann

o245 pC s pLEL (215509 1, 418, 2642 ¢ €1, 3641y
~ (9488,63 BCuBY /' § 240,35 GI EJ, +
'..(..3,24 EJ,,EJY )’: /t_z) = o . © (104)
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2.

Sonderfall: Rechteckquerschnitt bei Gabellagerung
mit Endscheiben
Die Kippgleichung wird zu

3
£l = 31,35 JEJ 63 :

(105)
Mit den relativ .einfachen Losungsansatzen )
. . Z
u.(z) = a sin T2 _ T Zorg-2Y),
s(z) = le, Z Ty 2 (4-2) (106)
@ (z) = C,(sz‘"frz >
ldsst sich die Kippbedingung
‘ , B RS TRR TP ‘
A = : = o (107)
K21 Kap
in einer gesdhlossenen Form wie folgt schreiben:
Z,6
8 (0, 2224 + 0 183 B . 0,44825__0,4?93%)

2 _ ,‘
+pl" B, ( 21,5503 o + 18,2642 & _ 54,4575 y +
. 2 : 2
+ A2 1764 ?— - 26,/64Y e-f_)"f + 22,3121
i : F4
+ 78,9568 ECHl/E\;,f —+ aoooofg GLJELY -
— (948,53 ECWEL /' + 240,35 6L, EJ, +

2 .
—r,/l_/l/’q,9’3 E\T‘,EJ),);',/LZ) = o . (108)
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1. Sonderfall: Gahellagerung mit Endscheiben ( f = o0 )
0,2224 ﬁzlé*“ 5125\; (24,5509 1, +./1812c¢2c’-'
— 54,49%5 v, ) — ( 9488,53 EC4EJ, Ji14

+ 240,35 GU Bl + 419,93 ELEL Ma/l)= o -

(109)

2, Sonderfall: Rechteckquerschnitt bei Gabellagerung
mit Endschelben

3 - '
41 = 32, 8% JEJ, 6

(110)

Nachfolgend wird gezeigt, inwieweit die Kipplaét'beeinflusst
werden kann, wenn die Losungsansatze nur die geometrischen
-Randbedingungen befriedigen. Hierzu wahle man
u-(z) = la sin Iz
L (111)
' )

L4

: p
Hierbei kann die dynamische Randbedingung u;; L= Yy T nicht

erfiillt werden.

Mit den Ansdtzen (111) erhilt man als K1ppgle1chunq
2/¢
p L% (02224 +q/l£/$2f — 0, 4793 r,) 4

- 5[ £, (215509 1, 4 A8, 2442 e -3¢ qq/o
' z 2
+ A2,4764 € _ 2¢, 3487 €n o 78,95¢8 %4 &
- é&: l GJ, f
+ 8,568 EJ: + 20 t) (748853 ECiEL /1w

.f'
+ 240,35 GhEJ, 1 7779, 40 EJEJ 7»4/[):0 . (112)
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Fur den Fall, dass Schubmittelpunkt und Schwerpunkt zusammen-
fallen (d.h. : Yy = o), stimmt Gl. (112) mit Gl. (108) selbst~

versténd;ich vollkommen iiberein.

Sonderfall: Gabellagerung mit Endscheiben (f = 0oO- )

o, 2224 plCs plPE] (24,5509 1, . 48,2692 -
- 38.)‘?%0 M )—- (948853 E-_C%EJx * 24035 6J.&)*
+ 79,40 E:fy £J, 7"1/1,1) = o . (113)

4,12 Genauigkeitsbetrachtungen
k4

Die Genauigkeit der gewonnenen Lﬁsungen wird getrennt fur
verschiedene Querschnittsformen untersucht, weil die Quer-
schnittsgestalt einen ausschiaggebenden Einfluss auf die

Konvergenz der Losung hat.

Zundchst wird ein Balken mit einem Rechteckquerschnitt, unter
der Wirkung einer im Schwerpunkt angreifenden Querlast, be-
trachtet.

Bei Gabellagerung mit Endscheiben ldsst sich die Kippgleichung

fiir den betrachteten Balken in der allgemeinen Form

ﬁ[l = o V EJy GJy ‘ (114)

schreiben.
Die ¢~ Werte nach den verschiedenen Losungsansdtzen sind in

Tafel V angegeben.

Gl. (114) l1lasst sich fiir doppelt-symmetrischen Querschnitt
unter Beriicksichtigung der Querschnittsverwdlbung erweitern.

Die Klppqlelchunq lautet dann-

,ﬂ( = (R ECh [ = Q) EJ T (119)

Die o< - und /3 - Werte sind in Tafel VI wiedergegeben.

Aus den Tafeln V und VI erkennt man, dass die Abweichung

im praktischen Bereich liegt.
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Bei einfach-symmetrischen I-Querschnitten ist zu unter-

scheiden, ob der Schubmittelpunkt M ober- oder unterhalb des

Schwerpunktes S liegt. Zahlenrechnungen (vergl. Beispiel 5)

zeigen, dass im eraten Fall (M uber S) das Verfahren sehr

gut konvergiert. Mit dem eintachen Ansatz (106) sogar (111)

erhdlt man praktisch ein genaues Ergebnis., Daher ist es aweck=~

missig, die Kipplast aus Gl. (108) zu bestimmen. Bei gabel~

gelagerten Balken mit Endscheiben ‘empfichlt

Tafel V

[ Ansatz o< Abbruchfehler
in %
ucz)=la SlnTLz < I
106 S ’:4 T ) 32,87 b, 96
GpCz) = ¢ siA E
2
- ; - 2 2
Yez) =lg sin Tk - cry2(y %
99 : 7 4,36
Y 32,07 '
.2 .
©(3) = ¢ sm By sin s
u(e) = la sinie +la3:m3[? ‘
95 217
- c, 7'y —-—(4 _[) 31,35 '
¢(z) = ¢ sin® "_:z'
U(z) = [.a $in ’%?’ -+ lg (in?’?‘-f-
102 : s
: L) 31,35 2,17
+La sin ..L_z - rr7); 1*2_(/1-%) ' !
p(¥) =~ C sin z
uz) -l_a Lind (
ln% -+ % $ b E.B_
92 . —cn' ’(4-~) 9317-2)' ’(4~—) 30,73 0
‘f("} = C, J'V) Z’Z? -f-g.rln 3-[5
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T af el Vi

Ansatz o /3
106 32,87 39,48
95 31,35 39,48
102 31,35 39,48

sich jedoch, die Kipplast aus Gl. (104) zu bestimmen, weil
ohne mehr'Rechenaﬁfwand ein genaueres Ergebnis erzielt werden
kann. '
Im anderen Fall ( M unter S ) ergeben sich andere Verhdltnisse.
Die Abweichung éwischen den gewonnenen Lbsungen kann be-
trachtlich gross sein., Der Ansatz (111), bei dem nur die
geometrischen Randbedingungen erfullt sind, liefert fiur diesen
Fall ein unbrauchbares Ergebnis. Der Abbruchfehler kann ca.,
50 % betragen, (Vergl. Beispiel 5),Es belibt hierin nichts
ubrig,fa;s die Kipplast aus der Kippbedingung (96) zu er-
mitteln. Zahlenrechnungen zeigen ferner, dass der Genauigkeits-
grad nur gering gesteigert werden kann, wenn die kritische
Last aus der Kippbedingung (93) bestimmt wird., Dabei aber wichst
der Rechenaufwand crheblich an.
Bei gabelgelagerten Balken mit Endscheiben kann die Kipplast
mit ausreichender Genauigkeit aus der relativ einfachen Gl.
(104) berechnet werden. - e

+
Nun kann man folgende Schlussfolgerungen ziehen:
Fiir Gabellagerung mit Endscheiben ( # = 1, £ = 0,5 ) steht
die geschlossene Losung (114), aus der die Kipplast beider
Fdlle ( M iiber oder unter S) genau ermittelt werden kann,
zur Verfigung.
Liegt hingegen der allgemeine Fall ( f # 00 ) vor, dann muss
die kritische Last aus (96) bestimmt ' werden. Und nur dann,
‘wenn M oberhalb S liegt, darf die Kipplast aus Gl. (108)

ermittelt werden.
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Die Bestimmung der Kipplast aufgehidngter, flachenartiger
Trager mit Endscheiben ist aus folgenden Grinden mit erheb-

lichen Schwierigkeiten verbunden:

1) Hier kann kein Gebrauch gemacht werden von der Vereinfachung,

dass EIy = o0 angesetzt werden darf, weil bei A = 1,
A,= 0,5 verschiedene Losungsansdtze fir us und 9 ver-
wendet werden miissen. ’

2) Abgesehen von gewissen Ungenauigkeiten, sind die Kippbe-

dingungen (93) s (96) , (100) und (103) fiir die Berechnung der

Kipplast n1cht geelgnet, weil es sich um kleine Differenz
grosser Zahlen handelt, )
Wie bereits gezeigt wurde, gelang es, einige geschlossene

‘Losungen fiir die gabelgelageften Triger mit Endscheiben ab-

zuleiten. Man kann ‘diese Lésungen derart iuberpriifen, dass die

den Randbedingungen ﬁ: 1, /i: 0,5 zugehorige Kipplast,
zwischen zwei Grenzwerten liegen muss. Der untere Grenzwert
ergibt sich bei frejer Einspannung und Verwdlbung der Rand-
querschnitte ( ﬁ: ﬁ°= 1), widhrend der obere Grenzwert bei
voller seitlicher Einspannung und Verwdlbungsbehinderung der
Endquerschnitte ( ﬁ = ﬁt = 0,5) auftritt, Trotz der unter-
schiedlichen Lagerungsarten, besitzen.die erwiahnten Kipp-
gleichungen den gleichen Aufbau. Sie lassen sich in der all-

gemeinen Form wie'folgt schreiben:

Z[G » .
Fa /( 7‘;8 - EYH)'—
» 2
- %—Sm Pl Gk o B BH) e am

Die F-Werte sind in Tafel VII eingetragen.

T afel VII

g::;si- Gl. P, F, Fy Fy | Fyg Fo F
-4, (113) 0,2224421,5509| 18,2642} 38,9910 9488,53] 240,35 7779,40
ﬁ=°5.(1o9) 0,2224) n " 51,4975 " " 11119,43
° "€ 97)|0,2445 " " 61,3280 " 125,56
(104)}o0,2445] v " 61,3641 " " 3,24

B=R-05[(123)[0,0992 « | » 61,3661 | " " °
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Wie spdter gezeigt wird, liefert Gl. (123) * einen geniigend
genauen Wert fiir die Kipplast bei der Lagerungsbedingung

/5 = A3, = 0,5 Damit ist die obere Grenze fiir die Kipp-
last festgelegt. ' ’

Durch denFVergleich der obigen F-Werte ldsst sich feststellen,
dass ;ich F2 bis F6 mit der Ausnahme Ek in den ersten zwei ‘
Gleichungen nicht andern. Fl ist in der erStenvLinie vom Grad
der seitlichen Einspannung der Endquerschnitte. Es diirfte ange-
ng@hen werden, dass F1 bei ﬁ': 1, /60= 0,5 keine wesentliche
Anderung von 0,2445 erfidhrt, weil’Fl'bei ﬂ:: ﬁ% = 1 den
maximalen Wert 0,2875 nicht iiberschreiten kann. Das erste Glied,
das Fl enthélt, spielt bei fladchenartigen Trdgern eine unter-
geordnete Rolle und beeinflusst. kaum das Endergebnis, weil

die relativ grosse EIy im Nenner erscheint.

Abschliessend muss'F7 niher betrachtet werden, weil F., einen
entscheidenden Einfluss auf die Kipplast ausiibt. Aus Tafel VII
erkennt man .sofort, dass sich F_, um so mehr dem Grenzwert Null

7
nahert, je mehr Vorzahlen ap herangezogen werden. Dies ldsst
sich auch durch Gl. (123) bestitigen, weil F7 bei ﬁ:: /3: 0,5
’ °

verschwindet.

Aufgrund dieser Uberlegungen, diirfte die Kipplast eines Tragers

bei den Randbedingungen /3: 1, ﬂc= 0,5 aus folgendeér
Gleichung bestimmt werden:

o244 PPl 4 plTEJ (2455 1, » 18,26 ¢ —
~en3 5 ) ~— (EL)(9488,53ECy / (t o+
-+ 240, 35 GJy + o ) = o . S

Ferner unterscheidet sich Gl. (117) von Gl. (123)** nur durch
das ersfe Glied. Da aber das Rechenergebnis nur gering von
diesem Glied beeinflusst wird, kann man die schlussfo1gerung,
ziehen, dass G1l. (123)*" bezw. die allgemeine Formel (122)%%
zur'éetimmung.der Kipplast der aufgehingten, fldchenartigen

Trager mit Endscheiben angewendet werden darf.

+) siehe Abschn. 5.1
++) siehe Abschn. 5.1
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4,2 Gleichmidssig verteilte Querlast und Angriff einer

exzentrischen Normalkraft

In Anlehnung an die im Abschn. 3.21 ausgefiihrten Uberlegungen

behalten die Randbedingungen (93) ihre Gililtigkeit bei.

Der Auswertung des energetischen Kriteriums (14) wird hier
nur der Ldsungsansatz ( 106)Azugrunde gelegt, weil er fir
Balken mit I-Querschnitt, dessen Schubmittelpunkt uber dem
Schwerpunkt 1ieg£, geniigend genaues Ergebnis liefert. Bei
flachenartigen Tragern kann man auférund der im Abschn. 4,12
gezogenen Schlussfolgerung die allgemeine Kippgleichung (122)
bei den Randbedingungen ﬁ = j%f 0,5 fur den vorliegenden
Fall /6 = 1, ] ﬁ°= 0,5 anwenden,

Mit dem Ansatz (106) erh&dlt man hierfir die folgende Kipp-

gleichung:
2 < F-4 2z l‘.z 2 2 : ) 2
v T
RACE- )%« B 4 — AT a4 (7= 52T Jay«
4 ] y 2 z 2
s m m 32 T7mr !
+Z.a';} -;-R&L {(1—2--4-7_22)&4.3(:2_4-#52)(;-;
37l 320 a: (I_c 4#2)72+ Z_QPZ m? ﬁ_z
= - R<O - A /™ + 4~
* A6 € 81 T iz 3 y-P I 8 f
_ 8wt} axy 2ar, 7 _gyveXy _8 ea
+(8 g) f *+ 7(*' ,_r(/—i &) ¥ 3 “‘}"'

Zlq ; Aboo
TR { zzere T L 3
' ‘ 6, 128 .
SHeF) v REFGE- s A
2 €

-Ialp +(’L2§;’7y‘1r)a/_77‘6a _ mEEG
4 R 9 ~ Z X E7,
4 o .
is C;J;l} ! T
- &J -2, A28 T -
T, e * £ i {( z= % BT )
A ¥ ré 2T
2('1—7"'3— - 3% e + (K ~2yr 37’)
[4 y 2 2

5 =
* { %? E:Jf eC;* + Aktf. Eﬁ; GNZ + (3”3_ Zé%%"C . '
J z ‘
- E_LLZJ") } = o . (A8
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5. Aufgehdngte Tridger mit Endscheiben an den Stirnflachen

( B = fo = 0,5)

5.1 Allgemeiner Fall

Hier wird vorausgesetzt, dass durch die Endscheiben die
VerwOlbung des Endquerschnittes in Richtung der Tréger-
achse vollkommen behindert ist und die Tradgerenden in Quer-
richtung starr eingespannt sind. ) .
Es scheint, dass die angenommenen Randbedingungen filr aufge-
hdngte Trager nicht zutreffend sind, jedoch wie in Abschn.
4,12 gezeigt wurde, liefern die hier gewonnenen L&sungen sehr
brauchbare Ergebnisse zur Schdtzung der Kippsicherheit aufge-
hangter, fléchenaftiger Trager mit Ehdscheiben. Die zugehdrigen
Randbedingungen lauten fir die beiden Endguerschnitte
(z=0, 2 =1)
uSo - ('F'*.e) \,IJ >
¢, = - ¥ , (119)

’

uSO = o .

¢/ = o©

Diese Randbedingungen sind von den folgenden Losungsan-

sdtzen erfillt:

t
Usg, (2) = 12_—4 an 5"’!2'1("—3-6"'3)%’ >
3 .2
G (z)= 2 Cm sin n_w%z - v (120)
° m=A i

Mit den einfachen Ldsungsansédtzen

ug (z) = la, sin_z"IL_Z

B (121)
<2 72
G (z) = g Sin +

erhdlt man aus (14) die folgende Kippgleichung:
as2 B (0} L —a P plis2 84 ¢
- 24,35 k(LP.,.r;a.-O-)s.uﬁv{q-, 41

- 6,218 a  + 850 e + 1,23% ( Ll cz+ar-2ea)}+
1} -F f: x
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+ 4{(4{0,3‘31 + o, /44(212 - L)t o+ 364,»58‘1—8.
Lorozs 6%+ B« By (u i o)
+ ;i( {93 409 E_lJr (o0 885 T + g#5o e - 2520 ))
.+ 48305 ELJUE (& - aye + )+ 48705 -
B, /Uf (ECu[E], + 0025 GV LZ/EJ,){ —

- {33454, 13 ecntd, /1, 564,39 ‘EJ,GJ{/LZ} = o .

(122)

Sonderfall: Pk =0 ; f =00

Gl. (122) geht in die folgende Form iiber

2
0,099 EZ/G_/_ If[ EJ,(Z",S-S’I fx .,«./18,2646 -
—ef,3¢cC y, ) - (9488,53 EChyEY, /L7 4

+ 240,35 GR EJ, ) = o - (123)

'Fur einen Balken mit Rechteckquerschnitt wird die Kipp-

gleichung (123) zu

pl’ < 4922 [El af . (124)

LEBELLE giht in [12] ebenfalls aufgrund energetischer Be-

trachtungen den Beiwert 4970 an.

5.2 Sonderfall: EIy = Q0

Unter Anwendung des Losungsansatzes

2 .2
¢ (2z) = ¢ sin %% , C  Sin 3¥2Z

(125)
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erhdalt man wie zuvor aus (24) die folgende Kippgleichung,
die sich nach Einsetzen der Zahlenwerte in der fiir den
praktischen Gebrauch zweckmasslgen Form wie folgt darstellen

lésst:

: 2 Co 2 '
r-,;z,[ &ﬁﬁﬁ( Cp + 72) - (r-_-z)’,,)a} ]+
=28 (-2 (52a D)+ 48,505

BB
k x :
. %(il’f* v, ) + 3807 & (1;‘_ng‘>2:__.]86‘05;
- = ' oz 2
.clTa(rx—_zz_L) + A2,337 Zg:c' (l;,,-+7”)_
- 42,337 2 (n-272)}1 + (20 {/I,GI/C
(rx'_2>;4)2 - /!,60;721 (r _‘27,‘,)4 0,078212-
- 3 . —_—
_/1,079(:;*244);_1 +ooézs{}+

[219, 4% [ za& &l (v, ~2x) = 26T (45 ).
+ 394 784 & ECH (7,~2%) = 394784 ECH (‘P*”H

+ /ffl-['* sg,o7o (7,-27,) él_JE + 7;09,5‘97 .

..(Yx_z‘yﬂ) _Z%H — 4811905 c[GT\_T& ~ 5990,(59.
. d ECy - A2,37 %f G_[Qa — 3993,%13 -
3 A
-2 .
.d B } -+ { 244 A70 It . GJe 4
]f‘ L3 ! L N
+ 86524, 83 G_th. E_f_g 4+ B0F¥394,39 .
ECy ECq o= e (126)
Y : -
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Sonderrfall: ik =o0o 3 d=o03; C, =o0

‘Hierfiir wird Gl. (126) zu

J
gl = 10,83 22
7u x (127)

. 2
Wird vereinfachend vom L&sungsansatz =C1 sin EL—Z

Gebrauch gemacht, so nimmt die zugehorige Kippgleichung

sehr elnfache Form wie folgt an'

pl {(3;-* —Xr ‘273 -3 4f- } |
CEE G- JANE SRS

. J,/L + zn"EC [1° = o . (128)
Sonderfall: P, = o
- "k 4
_,2 T_;z GJ, + 2T ECu/|?

= (Trz/zg + 4/32) (2% — Tx) +3/8—cl + Ny 'az/r (129)
Unter den Annahmen d = o, Cy = © wird Gl. (129) zu
.2
Bl - A5G |

2%~ Ty (130)

5.3 Genauigkeitsbetrachtungen

Wie bereits bekannt ist, liefert die eingliedrige Ansatz~
funktion @ = gSu'nz._'? die .strenge Losung im Fall der
exzentrischen Normalkraft. Es bleibt nur noch die Genauig-

keit der gewonnenen Losungen fir den Fall- Glelchlast zu
untersuchen.,

Sowohl fiir Balken mit Rechteckquerschnitt als auch fﬂr
flachenartigen Triger, erweist sich der eingliedrige Ansatz

zur Bestimniung der Kipplast als ausreiéhend genau, Bei fliachen~
artigeﬁ Trédgern betrédgt die Abweichung zwiséhen den Losungen
(127) und (130) nur

11,15 - 10,83 oo _ 3 %'

10,83

wenn der Lastangriffs- und Schubmitteipunkt zusammenfallen.
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dass samtliche in Abschn.

5.1 und

5.2 angegebenen Gleichungen angewendet werden diirfen, soweit

von den Randbedingungen /3 =

werden kann.

/3 = 0,5 Gebrauch gemacht
o

Wegen der Brauchbarkeit dieser Annahme (ﬁ:=ﬁ= 0,5) im Fall
o

aufgehdngter fladchenartiger Trdger sei auf Abschn. 4,12 hin-

gewiesen,

5.4 Einfluss der Endscheiben auf die Kipplast

Die Steigerung der Hippiast eines an den Stirnflédchen

mit starren Endscheiben versehenen Tragers wird auf zweierlei

Wirkungen zuriickgefuhrt:

1) die Verwdlbungsbehinderung der Endquerschnitte und

2) die evtl., seitliche Einspannung der Trigerriander um

die y-Achse.

Die Steigerung der kritischen Last ist vor allem von der

Querschnittsform abhéngig,

wie es aus Tafel VIII ersichtlich

ist.
T af el VIII
Quer- Gabellagerung| Gabellagerung seitliche Ein=-
schnitts- . mit Endscheiben| spannung
form ’ * L
-6=ﬁ°“‘4 /S’A:ﬁ‘.=.0,'5 ﬁ.—ﬁoeols
FRechteck- M - AT - £j .J ;
querschnit| *~ T EJ, &4 M, T iEJ" Qe |Mo=5T B, GO
r, = X4=° nach [4)] nach Gl.(148) nach [4]
v - formiger
: 3_ M A,O_C’_J*_ . M, =40 GIe
Querschnif k ZYH—Y;- . 2y, -7,
C, so; J=w Gl. (6%) nach Gl.(/28)
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Daraus kann man folgende Folgerungen ziehen:

Wahrend die Zunahmé der Kipplast von Balken mit Rechteck-
querschnitten infblge der Verwdlbungsbehinderung gegeniber
dem Fgll freier Verwdlbung bis zu ca. 20 % betragen kann

(je nach Belastungsart), ist der Einfluss der Einspannung auf
das Kippmoment beachtlicher. Dabei erhoht sich Mk auf da
2-fache bei reiner Biegung. Bei I-Querschnitten sind diese

Wirkungen noch deutlicher. Fﬁr ein durchgerechnetes Beispiel

( 12 GI /,ECM = 47,3) betragt_der Kippmomentzuwachs gegen--
iiber der Gabellagerung ohne Endscheiben ca. 30 % bei/g= 1,
B, = 0,5, wihrend bei 4 = (3 = 0,5 ca. 170 %.

Tréiger mit V-formigen Querschnitten zeigen'ein anderes Bild.
Bemerkenswert ist der Fall reiner Biegung von Tragern mit
V-formigem Querschnitt. Dabei beeinflusst die Einspannung der
Tragerenden gar nicht das Kippmoment, sofern die Annahme
Ely = o0 und,CM = o zur Geltung kommen,

Es ist zu empfehlen, den gilinstigen Einfluss der Endscheiben

auf die Kipplast von fliachenartigen Trigern mit V-formigen

Querschnitten ausser Acht zu lassen, aus folgenden Griinden:

1) Die LaSt;teigerung infolge der starren Endscheiben ist
relativ klein.

2) Die in der Wirklichkeit angebrachten Endscheiben konnen
senkrecht zu ihrer Ebene meistens nicht.als vollkommen
starr angesehen werden.-

3) Die.fldchenartigen Trager sind weniger auf Kippen

gefahrdet .als Balken mit I-Profilen.
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6, Zusammenstellung der fiir den praktischen Gebrauch

geeigneten Formeln

T afel

IX
Lagerungs— Tréagertyp Querschnitts- Gl.-~ Nr.
¢ ' form ohne mit
ar Lingskraft | Lingskraft
ohne Balken- l _ri t[
trager : (38) (84)
End- : I l
scheiben
flachen-
artige NN | 6w (86)
Tréage
ser N~
Balken- l (108) (118)
Mit :
trédger I l (96) -
End-
flachen~ \\//
. ~—"
scheiben artige ' (122) (122)
Triger \\¢/ N
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7+ Anwendung der gewonnenen lLosungen auf baupraktische

Konstruktionen

7.1 Konstruktionen aus Stahl

Die in dieser Arbeit entwickelten Formeln wurden unter

der Voraussetzung uneingeschréankter Giiltigkeit des

HOOKE 'schen Gesetzes abgeleitet. Das heisst, die Abhangig-
keit § = 6°(€) ist linear. Entgegen dieser Voraussetzung
sind die Baumaterié]ien nicht ideal elastisch. Uberschreitet
irgendwo die kritische Spannung 6; die Proportionalitats-
grenze Op, so vermindern sich an dieser Stelle der
Elastizitdtsmodul E und der Schubmodul G ; die kritische
Belastung fdllt dann entsprechend kleiner aus. Analog dem
Verzweigungsproblem des einfachen Druckstabes miisste im Sinne
einer strengen Theorie der Kippstabilitét ein beschrankt
elastisches Material in Betracht gezogen werden.

Eine theoretische Untersuchung filiir das Problem des Biege;
drillknickens im unelastischen Bereich wurde von ROIK [1ﬂ
durchgefiihrt. ‘

Die exakte Behandlung des Kipﬁ—rroblems im unelastischen
Bereich erweist sich als schwieriger als beim Biegeknicken,
weil beim Kippen wesentliche Erséhwernisse hinzutreten, da die
Spannungsverteilung liber die Balkenhohe und ilber die Spann-
weite verdnderlich ist. Eine genaue LOsung ist kaum zu finden,
so dass man eine Ndherungslosung, ausgehend von den Ergeb- »
nissen fiur vollkommen elastisches Material, derart ent-
wickelt, dass die ideelle Kippspannung im Sinne der Knick-
spannungslinie des einfachen Druckstabes abgeminderf wird

(Bild 17) .-
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Gk \\ Engesser’sche Knickspannung O},

0 Q\/ Eulersche Hyperbel

[ N

Eulersche Knickspannung Oy

A

Bild17 Knickspannungslinie

Auf alle Falle ist eine Abgrenzung durch die Fliessgrenze des
Materials gegeben. Um einen Anhaltspunkt zu bekommen, kann
angenommen werden, dass E und G iUberall im selben Verhdltnis
abgemindert werden, und zwar entsprechend der maximalen
Spannung an der meist beanspruchten Steile. Dieses Verfahren
ist bestimmt zu unglinstig, denn die max. Abminderung trifft

ih wirklichkeit nur an einer Stelle zu und an allen anderen
Stellen fdllt sie kleiner aus. Die Abminderungszahlen nach
ENGESSER = T bezw., nach SHANLEY 2¢€ = Ei sind bereits in ES]
tabellarisiert. F

Da bei Stabilitdtsuntersuchungen der Einfluss der Schubver-
formungen (gegeniiber Biegeverformungen) verhdltnismissig ge-
ring ist, kann angendhert angenommen werden, dass der Schub-
modul im plastischen Bereich dieselbe Abhidngigkeit von der
Spannﬁng hat wie der Modul T oder der Modul E1 . Damit ist
L2e =g = I bezw, Ei

E '_E‘ °

Nach obigen Ausfiihrungen gelten die in dieser Arbeit abge-
leiteten Gleichungen auch fir Balken im unelastischen Bereich,
wenn statt E bezw., G XE bezw. ~¢G eingefiihrt wird, wobei
€ der Tafel 18 in |}3] entsprechend der max. Spannung
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an der meist beanspruchten Stelle des Balkens zu entnehmen

ist. "
Naéh DIN 4114 Ri 15.12 erfolgt der Kippsicherheitsnachweis

wie folgt: Zundchst ist die ideelle Kippspannung 6;; , die
unter der idealen Kipplast auftretende grosste Druckspannuvng,
zu berechnen, Dann ist der Tafel 7 oder dem Bild 21 der DIN
4114 die "abgemin@erte” Kippspannuhg 5} zu entnehmen und die
Kippsicherheitszahl V) = le/f'm;; = Ou-Ji/e-Mmay 2u bestimmen,
Die Kippsicherheitszahl darf im Belastungsfall 1 nicht kleiner
als Vg = 1,71 und im Belastungsfall 2 nicht kleiner als “&

= 1,5 sein.

7e2 Konstruktionen aus Stahlbeton

7.21 iibersicht

Die Beurteilung der Kippsicherheit von Stahlbetonbalken ist
wegen der Rissbildung und beschrénkt;n Elastizitdt des Betons
vielfach schwieriger als bei Stahltridgern,

Die Kippformeln, die unter der iiblichen Annahme der Elastizi-
tédtstheorie - elastisches und homogenes Material - hergeleitet
wurden, miissen fiir Stahlbeton- und Spannbetonkonstruktionen
modifiziert werden, damit die Unelastizitét sowie die Riss-

bildung des Betons berilicksichtigt werden kénnen.

In den vergangenen Jahren éind einige Arbeiten iiber Kipp-
stabilitat von Stahlbeton- bezw. Sﬁannbetonbalken veroffent-
licht wordep. HANSELL und WINTER [19] berichteten iber ihre
experimentellen Untersuchungen iiber das Froblem der seitlichen
Stabilitdt schmaler hoher Stéhlbetontréger mit einem Quer-
schnitt von 6,3 x 33 cm und dﬂm Verhdaltnis 1/b (S@ﬁtzweite./

Trégerbreite) = 28,8 —'86,4. Auch in diesen extremen Ver-
hdltnissen trat kein seitliches Auskippen ein. Sie entwickelten
auch zur Beurteilung der Kippsicherheit von Stahlbetonbalken
mit Rechteckquerschnitt ein.Rechenverfahren{ das die Einfliisse
der Inelastizitdt und der Rissbildung nidherungsweise ein-:
schliesst., »

FPETTERSSON schlugbin [14] eine-Nﬁherungsmethode Zur Berechnung
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der kritischen Last von schlanken Stahlbetontriagern vor.

Die Plastizitdt und die Rissbildung des Betons wurden durch
einen reduzierten Elastizitdtsmodul bericksichtigt, wihrenddie
Biege- und die Torsionssteifigkeit auf einen homogenen Quer—
schnitt ohne Risse zu beziehen ist.

Eine Veréffentlichung von SIEV [?O] gibt eine kurze Zusammen-
fassung der Kipptheorie fiir homogene Stoffe *unter besonderer
Berilucksichtigung des Stahlbetons an. Die Arbeit umfasst die Be-
stimmung der Biege- und Torsionssteifigkeiten fiir Rechteck~
querschnitte im risslosen Zustand, im elastischen Zustand mit
Rissen sowie im plastischen Zustand mit Rissen.

SANT und BLETZACKER [21] berichteten iiber eine experimentelle
Untersuchung iiber die Kippsicherheit von Stahlbetontrédgern.

FuUr 2 allgemeine, in der Praxis vorkommende Belastungsarten wird
ein Stabilitdtskriterium vorgeschlagen, das zu vereinfachten
Formeln fiihrt. Die Anwendbarkeit dieser Formeln ist auf recht-
eckige, schwach bewehrte Stahlbetontrager beschriankt. Die

experimentellen Ergebnisse bestatigen die theoretischen.

Ein einfaches Rechenvérfahren fir die Bestimmung der Kipplast
schlanker Spannbeontrager wurde von LEBELLE hz] sowie MULLER
[13] angegeben. Hierbei ist ein elastischer, ungerissener Quer-
schnitt zugrunde gelegt worden. . By

PODOLNY und SCALZI [22] berichteten iiber eine einzigen Versuch

mit vorgespahten Betonbalken mit einem ungekehrten T-Quer-

schnitt. Als Ursache des Versagens trat hier ein Biegebruch ein.

Nach den vorstehenden Ausfuhrungen erweist sich im Hinbiick auf
die Sicherheit sowie die Wirtschaftlichkeit als notwendig, ein
‘allgemeines Rechenverfahren zur Beurteilung der Kippsicherheit
von Stahlbetonbalken zu entwickeln. '

Zunidchst werden die erforderlichen Rechnungsgrundlagen aufge-
stelit, vor allem die Spannungsverteilung in der Biegedruck-
zone und die Spannungs-Dehnungs-Linie der Betonstahle,

Der nachste Schritt sei die Berechnung der Biege- und Torsions-
steifigkeiten fur vefschiedene Dehnungszustdnde. Durch einfache
Formeln werden die Veréndérlichkeiten der Steifigkeiten langs
‘der Balkenachse beriicksichtigt,

Im Abschn. 7.25 wird det Rechengang ausfiihrlich erléautert, und
an Hand von Beispiel 8 (im Anhang) wird die Handhabung des ent-

wickelten Verfahrens weiter erleichtert.
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7.22 Rechnungsgrundlagen

7.221 Spannungsverteilung in der Biegedruckzone

Fiir die Berechnung der Verformungen sowie der Schnittkréfte,
ist zunichst die Kenntnis der Spannungsverteilung in der Biege-
druckzone notwendig. Wahrend in querkraftfreien Bauteilen die
Dehnungen nahezu linear verteilt sind, ist djie Spannungsverteilung
unbekannt.
Von einigen Autoreﬁ wurde die Ansicht vertreten, dass die Spann-
ungsverteilung in-der Biegedruckzone mit der bei konstanter
Dehngeschwindigkeit gewonnenen Arbeitslinien ubereinstimmt. Durch
die Ergebnisse der von RASCH durchgefiihrten Biegedruckversuche
[23] wird bestdtigt, dass diese Hypothese mit geniugender Genau-
igkeit zutrifft. Andere Autoren Eﬂq bezweifelten diese Ansicht
und unternahmen ngsuche zur Bestimmung‘der Biegedruckwerte o ,
ﬂ und Eb .
Mit diesen Werten kann die Tragfahigkeit von Bauteilen mit Recht-
eckquerschnitt bei Kurzzeitbelastung berechnet werden. Zur Be-
rechnung der Vertormungen sowie der Tragféhigkeit von Bauteilen
mit beliebigen anderen Querschnittsformen ist aber die Kenntnis
der Spannungsverteilung notwendig. Die Arbeit von RASCH [2ﬂ
bietet uns ausserdem die Moglichkeit, den LEinfiluss der Last-
dauer auf die Spannungsverteilung in der Biegedruckzone zu er-

fassen.

Die Spannungsverteilung in der Betondruckzone soll durch das
Spannungs-Stauchungs-Diagramm des Betons gegeben sein.
Nach DILGER [25] soll das 6;-%)—Diagramm durch die Funktion

= € Y
GZ - /%: [ 1 - (’4- EL ) ]
: . B .
(131)
dargestellt werden.
Dabei ist
/QP = Frismendruckfestigkeit = 0,85 /Qw
Bw= wWirfeldurckfestigkeit

E%‘= Grﬁs;twert der beim Bruch erreichten Beton-
stauchung ’

A= Exponent zur Bestimmung des Verlaufs des
Diagramms,
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DILGER hat fur Kurzzeitbelastung die Bruchstauchung ELBin Ab~

hdngigkeit von der Betongiite wie folgt festgelegt:

: Aw ( kp/fma)
3 ) = 50 - .
ve (1) : 20 (152)

Die beste Ubereinstimmung mit den Versuchswerten von RASCH 23

ergibt sich mit
2000

100 + [w (%plam?) ’ ' (133)
R0§ [26] gibt fur den Verlauf der GL- €, ~Linie bei Kurzzeit-

belastung eires Hyperbelgleichung an, die geniigend genau mit ge

messenen Werten iubereinstimmnt:

0%

by
e (134)

ot ! Hoos (v @ o)
wobei

ABp (kplem’ '
N = A + ZPZOOP "7) 3 (135)
El . _&550 000 /3 Ckplems)
o A50 + By (kp/om?) - tise)

bedeuten. }
Die Beziehung (134) zur éeschreibung der Spannupgsverteilung
in der Betondruckzone wurde auch von KORDINA [27] flir Stabili-
tdtsuntersuchungen verwendet. Fur 4/(d8/d6]',) 5 =0 wird die
Steigung der Arbeitslinie im Ursprung Eo gesetzt. Die Wwerte Eo
in Abhdngigkeit von der. Betongute sind den DIN 4227 bezw. 1075
zZu entnehmen. Danach lautet die Beziehung (134)
£ - G ( 4 0,4 - ‘ 0,4 } .

b b E, Aooo ¥ Bp Aooo( VR, ~ 6}) (137)
Aufgrund thepretischer Uberlegungen und mit Hilfe zahlreicher
Versuchsergebnisse giﬁt LIEBENBERG 28 fir den Verlauf der

6, - €, -Linie bei Kurzzeitbelastung folgende
Gleichung an: : :

6, =~ A V?; ( 41- B E: ) €, >
. . .

wobei A = 17750 [I®pfem] , = B = ! n
£ (4+n) €.
n= b , & = 0,002

AVE;‘&n - ﬁP . i

(138)

bedeuten,
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Die maximale Bruchstauchung € wird wie folgt festgelegt:

1]
' B (kp [ent)
€y = 0004 - 750 103 : (139)

Neuerdings sind in DIN 1045, Neufassung, Spannungs- Dehnungs-

Linien des Betons unter Kurzzeitbelastung fur die Verformungs-—

berechnungen angegeben. Sie sind in Bild 18 wiedergegeben,

In Bild 19 sind verschiedene 61 - &b ~Linien fur die Betongute

B 225 nach verschiedenen Autoren dargestellt. Aus dem Vergleich
der G} - &, -Linien geht hervor, dass die nach DILGER, LIEBEN-
BERG und DIN 1045, Neufassung, angegebenen Linien bis &b_

< 2,2 °/oo die experimentellen Werte von RASCH sehr gut erfassen.
Die Abweichungen bei&$>52,2 o/oo sind fur die praktische Er-

mittlung des Biegebruchmomentes jedoch. ohne Belang.

Obwohl viele Ansdtze, deren Richtigkeit‘experimentell uberprift
wurden, zur Beschreibung des Verhaltens der Bievedruckzone . unter
Kurzzeitbelastung zur Verfugung'stehen, ist die Spannungsver-
teilung in der Betondruckzone unter Dauerstandbelastung noch nicht
restlos erforscht [231;[2ﬂ . [29], und [30]. Es so0ll im folgen~
den versucht werden, mathemacische Ansatze zur Beschreibung der
Spannungsverteilung in der Biegedruékzone unter verschiedenen
Standzeiten bei Dauerbelastung zu entwickeln und deren kichtigkeit

an Hand der Versuchsergebnisse von RASCH [23] zu iberprufen.

Die 6;-Eb -Funktion soll die allgemeine Form annehmen.

< f - _ & ¥
Gy Bl A~ (4 &“)]

Dabei sind

(140)

- ‘2000
E Ao+ B, (Kplcmz) o ) (141)

ﬁk= Rechenwert fur die Druckfestigkeit des Betons,

Ei3= Rechenwert fur die Bruchstauchung des Betons,
Bz

und éba sind in Abhéngigkeit von der Lastdauer
"und der Betongute in Tafel X angegeben,

Tafeél X

Lastdauer Be [ Bw €, ( %)

100 min. " 0,85 -} 5,00 = Aw 7 400
"7 Tage 0,77 5,45 - Bw /425
2 Jahre 0,72 5,90 - Bw 7/ 450

200 Jahre 0,70 6,35 -~ fBw / 475
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itbelastung

Bild 18 Spannung - Dehnungslinien des Betons fir Kurzzei
(DIN 1045, Neufassung)
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100
075
050
——-~—— Kordina
e DIN 1045, Neu
Dilger
025 —
— ——-~ Rasch
——.—— Liebenberg
|
1 i R IS i L1 Lo L 1 16 ./f_.

0 G2 04 06 03 10 12 145 16 18 20 22 24 26 28 30

Bild 19 Spannungs - Dehnungslinien der Betongiite B 225

fir Kurzzeitbelastung nach verschiedenen Autoren
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Um die gute Ubereinstinmmung der mit ﬁk ) &bB und \ sich erge-
benden §1 -~ 8b ~Diagramme mit den Versuchswerte auszuweisen,
sind in Bild 20 fir B 225 und in Bild 21 fur B 450 die von
RASCH [23] béi mehreren, konstanten Dehngeschwindigkeiten er-
mittelten Diagramme mit den Rechenwerten verglichen. Daraus geht
hervor, dass sowohl bei Kurzzeitbelastung als auch bei Dauer~
standbelastung die oben éngegebenen Ansédtze die experimentellen
wWerte sehr gut erfassen.

Es sei noch erwahnt, dass die in Tafel X angegebenen Wwerte fur
E‘ 8 lediglich reine Rechengrossen darstellen ddrf;en, die
die beste Ubereinstimmung mit den schon erwahnten Versuchser-

gebnissen liefern konnten.

Fiir die Ermittlung der Bruchschnittgrossen wird als Nennbeton-

glite Bn die 5 %-Fraktile aus der Wirfeldruckfestigkeit gewahlt

( Bow » 5 %).

Fur mittlere und hohe Betongiiten kann ia angesetzt werden.

AW,S'Z- = ﬁw,m - 50 (Kplcmz) 5

wobei /Qh“ " der Mittelwert der Betonfestigkeit ist.
Daruber hinaus wird der Einflfluss einer Dauerbeanspruchung

durch Herabsetzung der rechnerisch ausnutzbaren Festigkeit mit
dem Faktor 0,825 beriicksichtigt, wobei ausserdem noch die der
wiirfelpriifung anhaftende Uberschiatzung der Festigkeit mit dem
Faktor 0,385 zu erfassen ist. Dementsprechend wird der Scheitel-

wert der rechnerisch ausnutzbaren Festigkeit der Biegedruck-

zone mit
0,85 . 0,825 ﬁw,g}; 0¥ ﬁw‘sz
festgelegt.

T af el XI

(fir Bruchsicherheitsnachweis)

B, m (Kplem®)
Bn 150 | 250 | 350 | 450 | 550 |= /‘o’w,fz (kplem')
Be | 105 | 175 | 245 | 315 385 | =074 o (Kp/em)

B 200 300 400 500 | 600

Gemdss DIN 1045, Neufassung, ist fir den Nachweis der Bruch-
sicherheit die Spannungs-Dehnungs-Linie nach Bild 22 anzu-

nehmen,
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Bild 22 Idealisierte G- E - Linie fur Beton

Die Festlegung der ausnutzbaren Betondruckfestigkeit hat beim
Kippsicherheitsnachweis zundchst davon auszugehen, dass das
Verformungsverhalten des gesamten Balkens in Rechnung zu stellen
ist., Es darf daher - anders als bei dem Bruchsicherheitsnach-
weis - der Mittelwert der Betongiite { BW,M‘, zugrunde gelegt
werden ( Tafel XII).

In DIN 1045, Neufassung, werden fur die Verformungsberechnungen
Spannungs~Dehnungs-Linien des Betons festgelegt. Sie entsprechen
dem Verhalten unter Kurzzeitbelastung, wobei die Betongute zu

85 % ihres Mittelwertes gewdhlt werden soll, da der Kippvor-
gaﬁg klassischer Art zweifellos ein kurzzeitig ablaufender Vor-

gang ist. DieseqLefLinien sind in Bild 18 angegeben.

Tafel XIT

( fir Kippsicherheitsnachweis)

B 200 300 400 500 600

B, m

@2 170 | 255 | 340 .| 425 | s10 =o,356w',;,
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Um die Betonzugfestigkeit 5bzberﬁcksichtigen zu ko6nnen, wird

die 6V %)-Llnle iiber den Ursprung hinaus mit der Steigung E

weitergefiihrt. Uberﬁ%zwurden von verschiedenen Autoren unter-
schiedliche Annahmen gemacht.

Unter Zugrundelegung der Zugbruchdehnung von normal bewehrtem
Beton mit etwa 0,1 °/oo setzt KORDINA [27]

/sz = o,0001 E_, -
_ . (142)

Nach DIN 1045, Neufassung, darf man als obere Grenze fiir die

Zugfestigkeit des Betons den Wert

Poo = A5 m

annehmen. (vergl. Bild 18),

(143)

Die Tangente an die f°-& ~Linie an einer beliebigen Stelle
gibt den Verformungsmodul Et an. Der Tangentenmodul Et fiur
einen bestimmten Punkt der §°-& -Linie gilt nur fur die jeweils
‘zugeordnete Spannung, wahrend der Sekantenmodul Esek den mitt-
leren Verformungsmodul eines Spannungsbereiches angibt, Der

Tangentenmodul E, des Betons kann aus der 6;-5% ~Funktion

t
durch Differenzieren gewonnen werden.

Die Querdehnungszahl ergibt sich bei einachsiger Beanspruchung
aus dem Verhidltnis von Querdehnung zu Lingsdehnung. v des
Betons ist -keine Materijalkonstante im Sinne des HOOKEschen Ge-
setzes, sondern wird mit zunehmender Druckbeanspruchung grdsser.
Die Anwendung der Elastizitdtstheorie setzt Linearitidt zwischen
Spannung und Dehnung voraus. Diese Voraussetzung lasst sich in
der Rechnung dadurch erfiillen, dass man die ia gekrimmt ver-
laufenden 6: - 55 -Linien von_Laststufe.zu Laststufe durch
Folygonziige ersetzt. Die Querdehnungszahlen sind also schritt-
weise aus den Dehnungszunahﬁen AE# und A‘el pro Laststufe

in Abhdngigkeit von der Spannung 51 nach der Formel

v =45 - S
&
{ 144%)

zu berechnen,
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In Anlehnung an die Versuche von RASCH [23] werden 6$~ E[ -~
Linien in Bild 23 fir Kurzzeitbelastung (1 o/oo/lO Min.)

und in Bild 24 fir Langzeitbelastung (1°/00/7 Tage) einheit-
lich fiir alle Betongiiten eingetragen. denn es ergab sich keine
eindeutige Beziehung zwischen der Querdehnungszahl ~/ und der

Wirfelfestigkeit ﬁw .

€ g %e
+4 - /
+3 :
-,\I'Z/
5%
+2
.0
+] R 2%
K3
o
0 o
-1 -2 ’ -3 -4 -5 -6 el Yoo

Bild 23 Querdehnungszahl =lg—‘7,
fur Kurzzeitlast 8225+ 600
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Bild 24 Querdehnungszah! vV :i?cj—l
fur Langzeitlast 3 225 - 600

Fur ein elastisches Material (Linearitdt zwischen Sypannung

und Dehnung) ergibt sich der Schubmodul aus

G -5 .
2(4+ V) (145)
Fiir einen elastisch-plastischeﬂ.Baustoff wie Beton ldsst sich
die Beziehung (145) anwenden, wenn die Abhdngigkeit des Ver-
formungsmoduls E ‘und der (uerdehnungszahl y von der auftre-
tenden Spannung vorgegeben ist. Die Beziehung (145) lautet
dann )
Geoy = —O E
) _ :
2(4+ Vi) ‘ (146)
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7.222 Spannungs-Dehnungs-Linien der Betonstihle

. : . : 6 2
Sie sind in Bild 25 mit Ee = 2,1 . 10" kp/cm~ aufgestellt,
wobei der Bereich zwischen der Proportionalitdts- und Fliess~

grenze durch folgende Ansidtze beschrieben werden kann:

BS+ 42/50

Ge = 42 4-0034T( 4,0 - Ee)z] s (147)
Bst 50/55 '
6, = 5.‘0 [ i - o,o32C(4,.38 - Ee)?‘.] . (148)

Vergleichsrechnungen zeigen, dass der Einfluss des Ubergangs-
bereiches der Stahlarbeitslinie auf die Momentenkrimmungsbe-

ziehung fir praktische Rechnungen unbedeutend ist.

723 Rechengrdssen

7.231 Seitliche Biegesteifigkeit (EIy)

Zundchst ist die Lage der Biegenullinie n, -n_ zu bestimmen
(Bild 26). Bei einer Linksverschiebung durch das Kippen des
Balkens entstehen im Beton und im Stahl Biegespannungen, und
zwar rechts von n, - n, Druck-, links davon Zugspannungen. Die
Spannungsvergrosserungen an der Balkeninnenseite folgen dem Form-
dnderungsgesetz der Belastung, fir die Biegezugspannungen links
von n -~ ng Qird auch.mit dem Bela;tungsmgdul und nicht mit der
Entlastungsgeraden gerechnet. Dabei bleibt man auf detr sicheren
Seite. Weil die seitliche Ausbiegung unendlich klein zu denken
ist, besteht dann die Spannungsverteilungslinie fur den Beton
aus einer Geraden (Bild 26 a). Der Querschnitt wird in n
Streifen zerlegt ( hier n = 10).

Die Lage def.Nulliﬁie folgt aus der Gleichgewichtsbedingung:

Summe aller Biegespannungen ist gleich Null
n. B
Zij oy S[ dv = o
1 .

Die Auswertung dieser.Bedingung fiir den vorliegenden Querschnitt

(Bild 26 a) liefert
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Daraus wird die Lage der Nullinie no'- n, bekannt, unter Be-

A F 2 2,1
g hor By (h-k) + R(ES + E§ -
3 2 4 2 5
* {;5 8; ) + (Hﬂ"‘ﬂ) g;bii —+ (P"'ké) ( EEB 85 +
E 3 E s E 9 b~k Y
+ 4b 6 -+ Al 7 + bo 8 7 +( - ) Eb q‘+
2 ’ Ffl 2 2
O S - 8 W Bk ()
? el A 4y :
ch(RE v 68 v ER)+(uokf BT
‘ 2z, S ’ (4 ‘
RIS s B RS

chtun d h = - i .
a ung, ass h, b1 h1 ist

Fir den Rechteckquerschnitt ¢ b1 = b2 = b; kl'"'kq = 0)

erhadlt. man

FETEANY néé
,:,1{6—5+c“e(+§445 ’:}

[

= b—h)

4

b
7 / Hi .
E F 4 E Fe E 6. .

Im Bereich der als geriésén betrachteten Betonzugzone ist
fir élb der Belasfungsmodul Eb’imA¥rsprung der Form-
dnderungslinie des Betons und fir E der Wert Nu}l einzu~
setzen, Im Bereich der Betondruckzone sind qﬁe Ezb der ein-

zelnen Streifen gleich dern entsprechenden E;A zu setzen.

Vernachlidssigt man den Einfluss der Bewehrung auf die Lagebder
Nullinie n,o-n ., erhdlt man bei gleichbleibenden Streifen-

dicken ( $i= const) als Bedingungsgleichung
Ao oo
P L 2 ! t
hZ E = (b-h)Z E .
4 ieq b {=q 2b : (151)

aus welcher h1 berechnet werden kann. Diese einfache Gleichung

ist auch von HABEL in [31] angegeben.
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Wird die Gesamtquerschnittsflache gedrickt (Biegemoment mit Drucke-
kraft), folgt h, = h, = b/z , da in allen Streifen B,y =Egp
sind, Zur Aufstellung der Gleichung fiir die Biegesteifigkeit

Ely ist d1en8e21ehung M = M heranzuziehen.
Mit M, = Z f6"1f§ d'U
. =4
und Ma = _§J7
erhalt man fiir die seitliche Biegesteifigkeit
3
h}—*hz / F/
E.L =.—_i§__——— Ee _§
3 A 3
(hd"kh) +(h1._ ku) E FC
-+ —_—
3 e
Wy + b,
+_4_‘;__L(ES +E£ +E g)
3
k) 4, ok
)‘*( }'146

-i(,_):+(hl‘k1)3(5 S -+ E g —'-E S)
("kz B 58
+( 3) EL 5?

he-k) g, 8

A0 -
(152)
Fur den Rechteckquerschnitt vereinfacht sie sich zu
. 3 /
EJ, = (g EC+EA-+Z E X)+
L h F. A
‘(EE+E—‘+ZE&'),
"¢ b ma 2b
(153)
und bei Vernachlassigung der Bewehrung lautet
3 0n L : 3 on
EJ, =% 7 E 5, + B23 E & .
Goa M e (154)
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St;eht der, Gesamtquerschnitt unter Druck, so ist

{ L L
EAL_Eu,‘Eb ioh,=h = b2
und .
3 L
Bl = bd 2ZE
’ A2 n L
E (155)

Es ist leicht zu beyeisen, dass die Grdsse gleich dem
Sekantenmodul Esek ist, der den Randstauchungen E1 und E2 ent-

spricht (Bild 27).

3
' : T bd
Daher st E J), = 7 ESck (156)
Ao
— & g
0y 1.0
Ay Esek® e
0>
= £ -
? €2 & ‘

Bild 27

7.232 Torsionssteifigkeit (G Jy)

Die Torsionsversuche zeigten, dass die Torsionssteifigkeit im
gerissenen Zustand sehr stark abnimmt (GJf’E/G,Jt_II = ’;— :’-—7 ).
Bisher ist das Froblem der Torsionssteifigkeit von im gerissen-
en Zustand sich befindenden Stahlbetonbalken noch nicht rest-

los gekldrt worden. Es soll im Rahmen dieser Arbeit eine auf der
sicheren Seite liegende Rechenmethode zur Bestimmung der Torsions

steifigkeit (GJQ&E entwickelt werden.

Die Ubereinstimmung zwischen den Rechenwerten und den z.Z. -

1)

vorhandenen Versuchsergebnissen ist gut. Es wird im folgenden ~
angenommen, dass sich die Torsionssteifigkeit eines gerissenen

Stahlbetonquerschnittes aus zwei Anteilen zusammensetzt.

1) Z.Z,‘ im Institut fiir Baustoffkunde der T.H. Braunschweig
durchgefiihrte Torsionsversuche
https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
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GIt = (Glt) Beton + (GIt) Bewehrung - (157)

Zu (GIt ) Beton ist nur die ungerissene Betonzone in Rechnung
einzusetzen. Dabei bleibt der Steifigkeitszuwachs infolge der

Verzahnung der gerissenen Zone ausser acht.

Nach der Elastizitétsthéofie gilt fiir die Torsionssteifigkeit

[32]4 [53] : |
_C’Jt=’"’46ff$b dedy = - 4G5 ¢ dF .  (158)

D.h,: Die Torsionssteifigkeit ist proporional dem Volumen des
iiber dem Querschnitt errichteten sog. Spannungshiigels.
Die Torsionsfunktion @ muss im Inneren des Querschnittes der
Differentialgleichung

T, T 4 .

D X* 2y?2 - o (159)

genigen und am Rand verschwinden. Da der Schubmodul G(6j in

jedem Punkt des ungerissenen Querschnittsanteils infolge des
unterschiedlichen Beanspruchungsgrades versch iedene Werte an-
nehmen kann, so erscheint es als zweckmiassig, den Ausdruck

(158) fir die Torsionssteifigkeit umzuformen wie. folgt:

(63) serom = — 4GP dxdr == 4GS @ dF .

(160)
Die D.Gl. (159) lautet dann
o B G (s)
/b 7 - b 2 = G
X )4 e (161)

Go ist lediglich eine Bezugsgr&sse und kann dem Ursprungs-
schubmodul gleich gesetzt werden.

Die Bestimmung der Torsionssteifigkeit (GayBeton) ist also auf
die Ermittlung der Torsionsfunktion S’ zuriickgefiihrt.

Fiir beliebig geformte Querschnitte kann die Differenzrechnung
zur Losung der D.Gl. (161) angewandt werden. Die stetig ge-

krimmte Fl&che des sng} Spannungshiligels erscheint hierbei als
Vielkant, dessen Kanten sich im.GrundrissAin Absténdent;X,Ay

rechtwinklig schneiden. Die Differentialquotienten werden nach
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ihrer geometrischen Bedeutung durch Funktionen der Ordinaten

¢y der Gitterknoten ersetzt. Danach ist in Verbindung mit Bild

28

Ax Ax Ax Ax

4
>
q .
x .
<L kA {k_lked
. >
<
- l
a
R

Bild 28

__‘g ~ Praa - 2Px + P-4
‘3 ) ’ Ax?
(2%),

G - 2% + P
. by
vergl. [32] und [34].

Die Differentialgleichung (161} wird eine Differenzengleichung,

so dass der Zusammenhang zwischen dem bezogenen Schubmodul
G /6 und den Ordinaten (fk der Torsionsfunktion in folgender

Weise beschrieben wird:

Prws — 2Pk + Gea P =2%+ P _§_I_g .
AYZ o e

Ax?
v : ' (162)

Daraus entsteht an jedem freien Maschenknoten eine Differenzen-

gleichﬁng wie Gl. (162). Lings der Rinder Aist(Fkgleich Null

zu setzen.,

Bei gleich grossen Abstidnden AX = Ay=5 des Gitters ist

' ' Ge 2 v
U R R A e
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In manchen praktischen Fallen sind die Rander gekrummt. Dabeil
kann nicht ia die Maschenweite konstant gehalten werden

(Bild 29). Fur solche Gitterpunkte gilt in i.a.

(3%,), = 72 22 Feen ~Fe) = Dxa (P~ Feon)
DXtk x‘.sz(AxA_; ax,)
$0) o2 AU(A ) = &% (Ges )

. Ay,-8Y, ( By 4 8y )

A
NG

= o~
g >N
- k-1 k k+1 4
P
4 j\
Rand
X

IA lA ’

Bild 29

Je kleiner die Maschenweiten gewdhlt werden, um so genauer ist
die Berechnung, um so grésser aber auch die Anzahl der linearen
Gleichungen (162) und der Umfang der Zahlenrechnung.

Nach Auflosung der linearen Gleichungen (162) sind nun die ge-
suchten g&.—Werte fur alle Gitterknoten bekannt {(lings der
Rander g&: o), Mjit Hilfe der SIMFSON'schen Regel kann das
Volumen des uber dem betrachteten Querschnittsanteil errichteten
Spannungshﬁgels«1~g?dF'berechnet werden. Dann lisst sich aus
Gl, (160) der Torsionssteifigkeitsanteil (GI ) sofort aus-

Beton
rechnen.

.Fir die praktische Berechnung ist dieser Weg zur Bestimmung

von (GIt)Bet on langwierig. Man begnugt sich dann mit einem

Né@herungsverfahren, das im folgenden geschildert wifd.

Danach lasst sich die Torsionssteifigkeit (GI berechnén

. t) Beton
aus dem Torsionswiderstand Jkdes ungerissenenen Querschnitts~

anteil gemiss der Elastizitidtstheorie und aus dem Sekantenschub-
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modul
G - ESCk ,
Sek 2 (,1* \éhh)

der der Randtaserstauchung entspricht. Die It -Werte sind in

vielen Hand- und Lehrlbuchern fur verschiedene Ouerschnitts-

formen angegeben u.a. [32]. [33]. [35]-

Nachstehend werden fur einige (Querschnitte die It.—Werte
wiedergegeben,

Fur T-Querschnitt (Bild 30) gilt

y
Jt‘ - Jt -+ J+ + o< .D

8 z (164)
wobei
J 651 4 240 (4 b
3

4 d d*

.It:_ = C d [ 3 - o,/fo‘iz (A—mcv)J >
t r

F=4 = —'é': ( 0, AS ~+ 0//1 Z—) P
‘t’ = b -‘a”s b < c{ s Sonst t = d >
t = d talls b « d > Senst 1 = .
A A

L a>b "
d 1

/ > 7.

D\ Q

\ 4 Y

\M”&r

©

A

(4]

4

Bild 30
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Fir T-Querschnitt (Bild 31) gilt

4 4
J; = ;&) + J;Z + J;é -+ ?; 12 + Di-J% >
wobei
3 4
4 br,_b
J = 4 |

déﬁ n
i
© WX
+:ﬂ
~ — o

e
BN

. ) -4
,t.
4 0,24%‘(/_/%4)] ,
O/

x, = T A5 + 04 F)

t = b falls b<d ;5 sonst

t = d ,

t = d talls b<<d ; sonst

t b

<, = % (045 + 0,4 71;.2)' :

t = Falls f < d ; sonst

t, =d | |

-i-q = d falls ‘F< d s Sonsk
. |
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a>b N
] 1
H—
LDa a
y '—-4
‘\\// =
=
Re
- d - A
F-l o
2
o~~~
LDz T
\ / ~
-+
e ~f i
Bild 31
Durch die Grésse (GI,) wird der Einfluss der Bewehrung auf

t Bew,

-die Torsionssteifigkeit berucksichtigt.

COWAN [36] driickt, in Abh#ngigkeit von der Drillung 1% das
Torsionsmoment flur den mit Spiralen bewehrten Rechteckquer-

schnitt, wie folgt aus:

M), =yEEb 4L EY

Bew. (166)
wobei
bk= Breite des Kernquerschnitts
dx = Hohe " " \
ﬁ5= Stabquerschnitt der Spiralen
Ee = Verformungsmodul der Spiralenbewehrung
S = Ganghohe der Schraubenlinie
] £-= Beiwert, abhiangig vom dk/bk -~ Verhdltnis
bedeuten, ’ !

Aus der bekannten Beziehung GJ; LS Y ergibt sich der Torsijions-

t)Bew wie folgt:

) 2 )
(C?J;)SP'-ralen =?V?g— bl‘ d“ 7ce,5 Ee -

(167)
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Diez;—Werte sind in Tafel XIII in Abhidngigkeit von d, /b
wiedergegeben /vergl., 36 / ..

T af el XI1Y

d, /b

/Py | 120 1,2 1,4 |1,6 1,8 2,0 2,5 3,0

Ci 1 0,564}0,616 0,658 | 0,694l0,725|0,7500,799| 0,832

Bei Biigel- und Léngsbewehrung wird Gl., (167) =zu
2 .

(G‘Tt)aew. =& b, d, -Fc,'b E./a _

’ (165

wobei
Bugelquerschnitt

Fe, B
a = Bilgelabstand

bedeuten.
Die Anwendung dieser Gleichung setzt voraus, dass eine gleich-

miassig verteilte Langsbewehrung vorhanden ist, deren Quer-

schnitt

2 F

sein soll,

v

2k (b v )

Wie Zahlenrechnungen zeigen, betrigt (GIt)Bew- nur einen

kleinen Bruchteil von (GIt)Beton’ Daher wird (GIt)Bew. in den

meisten Fidllen ausser acht gelassen.

7233 Steilfigkeitsverlauf lings der Balkenachse .

Bei veridnderlichen Biege- und Schubbeanspruchungen, wie z.B.
der Fall eines Balkens unter Querbelastung, sind die Biege-
und Torsionssteifigkeifen langs der Balkenachse ebenfalls ver-
anderlich, '

Die in der vorliegenden Arbeif angegebenen Gleichungen zur Be-
rechnung der kritischen.Lésten sind unter der Voraussetzung
konstanter'Stéifigkeitén lings der Balkenachse abéeleitet
worden. Es erweist sich als notwendig, um diese Gleichung an-

wenden zu konnen, konstante Steifigkeitsgrossen in Rechnung
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einzusetzen. Dies geschieht in der folgenden Weise:

Fur '‘die Ermittlung der seitlichen Biegesteifigkeit (EIy) wird
der Schnitt m - m (in Balkenmitte) als massgebend betrachtet,
weil dieser Schnitt, der sich im Bereich des grossten seit-
lichen Momentes h12 = EJyu?befindet, die.kleinste Biegesteifig
keit (Ely) besitzt (Bild 32).

z2p=1/2

_zs={2+ig)h '
) s T
ARREINTEEEN

{s _ bn s | i
! .

©
:[;
L4 .

.L

N

Bild 32 Rifbild

Der Ermittlung der Torsionssteifigkeit (GIt) wird hingegen der
Schnitt s~s (im Abstand 2h bis 3,5h vom Auflager) zugrunde ge-
legt,[37], welil dieser Schnitt, der im Bereich des grossen Tor-
sionsmomentes P1Z_=‘—Gth;liegt, die kleinste Tofsionssteifig—
keit (GIt) besitzt. ¢in Liegeschubbruch kuann durchIZerstbrung
der Betondruckzone am Ende eines Schubrisses eintreten. Fur
einfache Balken unter Gleichlast ldsst sich die Lage des kri-

tischén Schnittes s-s bei Schubbruchgefahr aus der Beziehung [jﬂ

ki (M) = 9 - 03l > 2,5
\Qh /- h

(109)
bestimmen, ]

Die Nullinienlage, die zur Berechnung der Steifigkeitsgrossen
erforderlich ist, kann nach der Schubbruchtheorie nach WALTHER
[371 bgstimmt werden. Hierzu vergleiche man Beispiel 8 im An-
hang.

'Dig auf diese Weise berechneten Steifigkeiten (EIy)min und
(GIt)'min stellen‘die kleinsten Werte dar, die liberhaupt langs
der Balkenachse existieren. Dabei bleibt man auf der sicheren
Seite. In der Tat besitzen die in der Nihe von Auflagern lie-
genden und nicht mehr gerissenen Querschnitte relativ hohere

Steifigkeiten als die ilibrigen, die mehr oder minder stark

beansprucht sind (s. Bild 33).
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Zs } ’_,[_:, 22Zs

L ¥ Zg 1
T T T
-T‘ - —
(EJy)min
o ' . -2
- )
-3
W W
2. —k
(GJy)nﬁn
2 =
= =
£
© e
N
e —k
b —— 2

Bild 33 Steifigkeitsverlauf

Im folgenden soll versucht werden zu zeigen, wie gross der

Steifigkeitszuwachs gegenﬁber_den minimalen Werten (EIy) min

und (GIt)min betragen kann, wenn diese Tatsache in der Rechnung

beriicksichtigt wird.

Der Untersuchung wird ein Balken unter Gleichlast mit h=1/12
und zy = 3h = 1/4 zugrunde gelegt. Es wird angenommen, dass deg
Zuwachs der minimalen Steifigkeiten (EIy)min bezw, (GIf)min auf
die max. Werte (EIy)o bzw.-(GIt)6 der Einfachheit halber nach
einer Sinus-Funktion erfolgt. : ' ‘

Aus dem Auédruck (9) fir die Forménderungsarbéif sind die An-

teile L - ,2 ‘ ¢ '2
S JE€r), uldz s [(6T), ¢ dz
zu betrachten., Um die Ubersicht;ichkeit der Berechnung beizu-

beﬁalten, wird ferner vorausgesetzt, dass die Verschiebuhg u,
und die Verdrehung Y durch einfache Sinus-Funktionen beschrieben

werden durfen

€, - ‘n T2 = C §inT .
‘s q‘s:nt N Cf_eslnl_z .
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Gemédss der vorstehenden Ausfuhrungen ldsst sich der Verlauf

-der Biegesteifigkeit im Bereich o < g é_bh durch den Ansatz

B, - B, - (B-B,)sinar

Z
(170 a)

ausdriicken, Sinngemdss gilt fur den Verlauf der Torsions-

steifigkeit
= 2TZ
CZ = — ( C C ) gin ‘_T—' N
(170 b)
" Dabei bedeuten ‘
8, =(E%,), 5 B.=Gln, » Bz -(E3),

C ;(~C7J¢.)° ;G = GI)mn > Co - (C’Jt)z .

Die Auswertung der obigen Integrale unter Beachtung der

.

Gln. (170) liefert fiir die Biegesteifigkeit

4 A : 3
'2"3[ 8(%- %r) - 'B"‘(?Tr'* A@ﬂ ’

(171 a)
und fur die Torsionssteifigkeit
[C(E-2)+ C (i_,_'i)] .
4T m T
° 8 ‘[I 8 4 (171b)
Analog erhidlt man, wenn
. . - ~ N "
Bz = Bo = Const 5 C‘L - C;, = Cons
N 2 _4- :
fir die Biegesteifigkeit a IC . iSQ R
A%
2
21 G
fur die Torsionssteifigkeit ™ 7‘ j; . (172)

Durch Dividieren des Ausdruckes (171) durch (172) ergibt sich

ein Beiwert, welcher, wenn mit der max. Steifigkeit multipliQ

ziert wird, die Ersatzsteifigkeit wievfolgt_liefert:

(B, ). =(EJ ) [ o023 + o 9??(E3r)m-n]

(8J), (173)
(C’Jt)a; = (C?Jt)ot 0,480 + 0,820 (G )m;nJ
- E (6 ‘Tt‘)o . (174)
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Die Gln, (173) und (174) gelten nur fir den behandelten Fall
unter den gemachten Voraussetzungen. Fiir andere Falle lassen

sich sinngemdss dhnliche Formeln ableiten,

7.234 lage des Schubmittelpunktes

Der Schubmittelpunkt M ist bekanntliche sowohl der Lastan-
griffspunkt bei verdrehungsfreier. Biegung als auch der Drehpunkt
bei reiner Verdrehung. Bei offenen, diinnwandigen Querschnitten
aus druck- und zugfestem Material lasst sich die Lage des Schub-

mittelpunktes M leicht bestimmen.

Schon bei dickwandigen Querschnitten aus ideal elastischem
Baustoff bereitet die Bestimmung von M erhebliche Schwierig-

keiten,

Bei Stahlbetonquerschnitten ist das Problem noch schwieriger,
weil die Lage des Schubmittelpunktes von vielen Faktoren beein-
flusst werden kann, die im folgenden etwas naher betrachtet
werden sollen. Die aus der Verdrillung resuitierende\Schub—
spannungen kodnnen hauptsdchlich nur von der ungerissenen Beton-
zone aufgenommen werden. Dabei wird die Beteiligung der eventuell
zwischen den Rissen verbleibenden Betonanteile an der Aufnahme
der Torsionsschubspannungen vernachladssigt. Danach darf der
Schubmittelpunkt so bestimmt werden, dass nur die ungerissene
Betonzone in Frage kommt, Der Einfluss der Stahlbewehrung auf
die Lage des Schubmittelpunktes ist schon von MORICE [38] bei
Rechteckquerschnitten untersucht worden. Die unsymmetrisch ge-
legenen Stahieinlagen verursachen eine Verschiebung des Drill-
ruhepunktes M zur Seite der Stahlbewehrung. Aus der erwidhnten
Untersuchung von MORICE ldsst sich erkennen, dass der Einfluss
der Bewehrung auf die Lage von M vernachlidssigbar klein ist.

Das plastische Verhalten des Betons in der Biegedruckzone eines
Querschnittes verindert ebenfalls die nach der Elastizitidts-
theorie ermittelte Lage von M ( Verschiebung zur Nullinienseite),
denn die &dussert liegenden,stark beanspruchten Fasern der. Druck-
zone sind in Hinsicht der Aufnehmbarkeit von Schdbspannungen

schwédcher -als die inneren, geringer beanspruchten Fasern.
Die Lage des Schubmittelpunktes von dickwandigen Querschnitten

aus élastischem Material kann nach der Dissertation von SOWA[39]

bestimmt werden.
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Da die ungenaue Bestimmung der Lage von M nur unwesentlich

die kritische Last eines Balkens mit dickwandigem Querschnitt
andern kann, so lohnt sich nicht, eine genaue Untersuchung
durchzufiihren (vergl.Beispiel8), Deshalb wird hier der be-
stimmung von M der ungerissene Betonquerschnittsanteil, und zwar
im Schnitt s - s (Zg = 2h ... 35h ) zugrunde gelegt. Dabei wer-
den die Einflisse der Stahlbewehrung gnd der Flastizitdt des

Betons auf die Schubmittelpunktlage vernachlassigt.

7.235 YTy~ Grisse

@)
Flir den Anteil des Torsionsmomentes M infolge der Schrag-

stellung der Liéngsfasern beim Verdrillen gilt Ll]:
(a) ,
. ; 2 2
My = @ L (<% y*)dF .
. F
Nach der Elastizitatstheorie darf fur die Spannung angesetzt

werden: bﬂx

6= M
Dann ergibt sich
@) M 2 z 7
h1&. = ¢ —ff‘[( X + ) ) / CJF- = 99 h4¥ c .
Daraus erhalt man. :

o= L[ LoxdF 4 [ £rdF]
x F F
wobei Mx = ausseres Blezpmoment im Schnltt m-m
(z.B. bei Gleichlast M_ = p[/&)
6~ = vorhandene Spannung im Schnitt m-m infolge Mx
bedeuten.

Gemass Bild 34 schreibt man:

fs"xZG/F*HZ(gb 6 ) AR T
| L 2, )T e T
2 b &; L 2

fod/a‘_F=Z= 2200) +§4(b(5¢ O ) +

AP AV SIS
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/
Die Werte GEt > ¢ und ( sind ohne Vorzeichen einzu-
e € - -

setzen.
Ay
A——{b¢ A S
-+ ARA
1 Fa K €
JI e
i
|
ig Vs
N L. ;%f e
|
| > /
S : x
e
Fe Ce = &6, Ee
S
1 be 1
fobe

Bild 34 Spannungsverteilung an Stelle z=1/H

7.236 e- und f- Grdssen

Der Schwerpunkt des Gesamtbetonquerschnittes wird als Bezugs-
punkt gewdhlt.

Die Lage des Schubmittelpunktes und des Laétangriffspunktes
wird durch den Abstand_yM
gelegt. Durch den Abstand f von dem Lastangriffspunkt wird

bezw. e von der Bezugsachse x fest-

die ngé des Aufhangepunktes bestimmt (Bild 35)

7.24 Sicherheitsbetrachtungen

Die Bemessung fiir Biegung mit und ohne Druckkraft sieht einen
globalen Sicherheitsbeiwert von 1,75 vor, der lediglich in
einem‘Bereiéh zur Abwehr der Gefahr eines unangekiindigten Bruches

auf 2,1 erhoht wird. Deutliche Rissbildung wird als hinreichende
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Ankiindigung einecs bevorstehenden oder drohenden Bruches ange-
sehen. Als Vergleichsgrosse fir die Rissbildung kann zweifel-
los die Dehnung der Stahleinlagen dienen, weswegen fiir Stahl-
dehnung vg; 30/00 der Sicherheitsbeiwert mit 1,75 festgelegt
wurde. Zwischen Stahldehnungen von 3 0/oo und 0O o/oo steigt
der Sicherheitsbeiwert linear auf 2,1>an und bleibt dann in

dieser Hohe konstant.

Der Kippvorgang klassischer Art ist zweifellos ein kurzéeitig
ablaufender Vorgang. Dabeirliegt die Gefahr eihes unangekiindig-
ten Bryches/vor. Daher empfiehlt es sich, einen Sicherheits-
Beiweft gegen Au;kippen von 2,5 einzufihren. Die Erhoéhung der
Kippsicherheitszahl von 2,1 auf 2,5 ist erforderlich, da un-
vermeidliche kleine Unsymmetrie in Balkenabmessungen sowie in

Last zur Herabsetzung der theoretischen kritischen Last fuhrt.

y

B S ; k\Aufhéqgepuhkt

If .I/ \\
" Vo (Mp/m)
\

L

M Ungerissene
Betonzone

| B

Bild 35

7.25 Rechengang

Die Berechnung der Kipplast eines Stahlbetonbalkens kann nur
'iterativ erfolgen,'weil diese von den zunidchst unbekannten
Sfeifigkeiten (EIy) und (Glt) abhiéngig ist. Der Rechenaufwand

wird wesentlich verrirngert, wenn wan nach dem folgenden Schema

verfahrt:
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Fiur den Schnigt m-m in_@er Balkenmitte (z = 1/2) wird aus
den Gleichgewichtsbedingungen und der Hypothese von
NAVIER-BERNOULLI das aufnehmbare Moment Mm bei anwachsen-
den Betonstauchungen g ermittelt.

Nun sind der Nullinienabstand x und die Stahldehnung g,
bekannt. Die dem aufnehmbaren Moment zugeharige Last (Ql )
ergibt sich bei Gleichlast
wobei 1 die Balkenstutzwelte bedeutet, Zweékméssig werden

die errechneten Werte in einer Tafel zusammengestellt.

Betonstau- |Nullinien-|Stahldeh-|aufnehmbares zugehorige
chung abstand nung Moment Last

€y (%) | X (em) | & (%) | Mm (Kpem))| 3L (Kp)

Fir jede vorgegebene Betonstauchung E%und die zugehorige
Stahldehnung &,kann aus der Spannungs~Dehnungs-Linie des-
Betons und des Stahls der Verformungsmodul E in jedem
Punkt ‘des betrachteten Querschnittes m-m abgelesen werden.
Die seitlichen Biegesteifigkeiten (Ely) kbnﬂeu aus Gl.(152)
fur die vorgegebenen &b berechnet werden, nachdem die Lage
der Nullinie n -n_ aus Gl. (149) bestimmt wurde, Nun kann
die Beziehung 2zwischen der:-Last (Q] ) ‘'und der Biegesteifig-

keit (EIy) zeichnerisch aufgestellt werden.

Mit der bekannten Spannungsverteiluﬁg in der Betondruck-
zone sowie der Stahlspannung ldsst sich die Grosse ry aus
Gl. (175) fur- die verschiedenen Belastungen ohne weiteres

bestimmen.

II.1 Zundchst ist die Lage des kritischen Schnittes s-s aus

Gl. (169) zu bestimmen.

Aus den Gleichgew1chts- und den von WALTHER erwezterten

Ver formungsbedingungen lassen sich die im Schnitt s8-8 auf-
tretenden Momente Msufﬁr anwachsende Betonstauchungen
ermittéeln, (vergl. Beisp. 8)

Ebenfalls werden der Nu111n1enabstand x und die Stahldehnung

€ bekannt. Die dem auftretenden Moment zugehorige Last

lasst sich leicht berechnen.
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Zweckmassig werden die errechneten Werte in einer Tafel

zusammengestellt.

Betonstau~ | Nullinien-| Stahldeh~ |aufnehmbares|zugehorige
chung abstand nung Moment Last

€y (%.) X (em) f (%) | Ms (kp-cm) 1l (‘kp)

Da nun die Dehnungsverteilung im s~-s bekannt ist, lasst
sich aus der 61- -Linie des Betons der Sekantenmodul
E ermitteln, und aus Bild 23 die zugehﬁrige Querdehnungs

sek
zahl 2 bestimmen. Nun kann der Schubmodul aus G
Sek. . sek

= Sek ermittelt werden.,

2( A -+ ‘)Sek)

Die Torsionssteifigkeit (GIt) setzt sich aus (GIt)Beton_

+ (GIt)Bew. zusammen,

(GI,) = Geex It s

wobei It der Torsionswidersﬁahd des ungerissenen Quer-
schnittsanteils bedeutet.

It kann z,B. fir T-Querschnitt aus Formel (164) bezw. fur
I-Querschnitt aus Gl. (165) ermittelt werden,

(GIC)Bew kann ebenfalls aus Gl. (168) bestimmt werden,
aber meistens darf sie vernachldssigt werden. Nun kann
die Beziehung zwischen der Last (Q() und der Torsions-

steifigkeit GIt zeichnerisch aufgestellt werden.

Fiir den ungerissenen Anteil des betrachteten Querschnittes
s~s kann die Lage des Séhubmittelpunktes bei verschiedenen

Belastungsgraden ermittelt werden.

Nun sind die gesuchten Beziehungen zwischen (EIy), (GIt),

Tyeor Yy
wie folgt, iterativ zu bestimhen,

und der Last ( ﬂl ) vorhanden. Die Kipplast ist,

Setzt man in die Kippgleichung des vorliegenden Falles
einen abgeschiatzten Wert fur die Kipplast mit seinen zuge-
horigen Steifigkeiten ein, so erh#alt man als richtige Kipp-

last diejenige Last, welche die Kippgleichung erfillt.
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7.26  Naherungsverfahren

7:261 Verfahren von PETTERSSON [14]

Zur Berechnung der Kippla;f-eines Stahlbetonbalkens gibt
PETTERSSON reduzierte E-Moduli an, die von den Betongiiter, je-
doch nicht von der Grisse der Beanspruchung, abhingig sind. Sie

sind in Tafel XIV wiedergegeben.

T af el XIV

Betongiite | 150 200~-250 {300~350 [400-450| 500-550 |600
(Kp/cm<)

E

2
(Kp/cm®) 70000 |85000 105000 120000 | 130000 |[140000

Fur den Schubmodul gilt die Beziehung G = 0,5 E.

Durch die reduzierten E- und G-Moduli sollen die Flastizitat
und die Rissbildung des Betons bericksichtigt werden.

Der Bestimmung des Tragheitsmomentes Iy und des Torsionswider-
standes It wird der Gesamtbetonquerschnitt (ohne Kisse und Be-
wehrung) zugrunde gelegt. Nach PETTERSSON ist eine Sicherheits-

zahl von 3 erforderlich.

7.262 Verfahren von HANSELL-WINTER [19]

HANSELL und WINTER beriicksichtigen die Flastizitdt des Betons

in der Weise, dass der Clastizitdtsmodul E und der Schubmodul G
= ES:]{.

sek 2(4+ V)

die der auftretenden Randfaserstauchung zugehdren. Der Berech-

durch Sekaﬁtenmoduli Esek und G ersetzt werden,
nung der Steifigkeit (EIy) und GIt) wird die Betondruckzone
zugrunde gelegt. Dabei 'ist der Einfluss der Bewehrung auf die

Steifigkeitswerte 2zu vernachlissigen. Z.B. gilt fur den Recht~-

eckquerschnitt )
xb
Bly = Bs T 0 |
= . pr é. 2 - N
GJy Gsek -3-(/1- 0,354)() far x=2 b
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wobei
b = Querschnittsbreiteg

x = Hohe der Biegedruckzone.

2.263 Verfahren von SIEV [20]

Fir Stahlbeton-Rechteckquerschnitte gibt SIEV verschiedene
Formeln zur Berechnung der seitliichen Steifigkeit EIy im
elatischen Zustand mit Rissbildung sowie im plastischen Zu-
stand mit Rissbildung unter idealisierten Annahmen beziiglich
der (° - ¢ -Linie sowohl fiir Beton als auch fir Stahl an. Im
elastischen Zustand gilt (Bild 36)
3, - 2L xB (B L b )
(h %)

1%
Im plastischen Zustand:
2
EJ -_b M )

4 12 €, (h - o’x)

Dabei bedeuten’
M = das vorhandene Biegemoment,
6;;: die maximal auftretende Betondruckspannung,
2 = Hebelarm der inneren Kréfte,
E*= Elastizitadtsmodul des Betons,
o« = Volligkeitsgrad,
¢ = Hebelbeiwert.,

d g z= |h-ol X
. L h-x
J;. rf? z 4 L————->Ze -+
. ke :

Bilg' 36
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Die vorstehenden Formeln lassen sich in der allgemeinen Form
schreiben, und zwar wie folgt:

2
- xb (lg_/:) F .
EJ, = Tz Esex +(F) L E
Das heisst, dass nur die Druckzone von dem Gesamtbetonquer-
schnitt als wirksamer Querschnittsanteil in die Rechnung einzu-

setzen ist.

Hingegen wird der Berechnung der Torsionssteifigkeit der Gesamt-
betonguerschnitt (ohne Beriicksichtigung der Bewehrung) zugrunde

gelegt. z.B. gilt fiir Rechteckquerschnitt

Jt :E:Sci(/f—o,353)z .

Eine direkte Ermittlung der Kipplast kann sogar fiir Balken
mit Rechteckquerschnitt nicht vorgegeben werden, da die Biege-
steifigkeit von der zundchst unbekannten kritischen Belastung

abhidngig ist.

7.264 Verfahren von LEBELLE B2]

LEBELLE gibt folgende Empfehlungen fur die Bestimmung des
E-Moduls bei Spannbetontrdgern an. Fur Kurzzeitbelastungen
(bis zu 4 Stunden Dauer) ist der E-Modul mit der Grdsse

E (kp/cmz)_ = 18000 (1 - -%l: )Y—IB_P— einzusetzen, wobei /SP die
dem Alter des Betons entsprechende Prismenfestigkeit bedeutet,

Bei einer Belastungsdauer von t Stunden ist fur 4< t < 100 der

E~Modul mit dem Faktor 1 = 26 zu multiplizieren.

Bei Dauerbeanspruchung Kann mit E = 6000 ﬁ%“ gerechnet werden.

In allen Fillen ist fir $chubmodul G = 0,4 E zu setzen,.

Das Tragheitsmoment Iy ist fiir den Gesamtquerschnitt ohne Be-
ricksichtigung eines Abzuges fur Spannkanale, aber mit n-facher
schlaffer Léngsbewehruﬁg zu ermitteln.

Der Drillwiderstand It wird ohne Beriicksichtigung der schlaffen
Lingsbewehrung berechnet, in dem man in ublicher Weise die
Werte der einzelnen Querschnitte summiert.

LEBELLE empfiehlt eine Sicherheitszahl von 3 anzunehmen.,

7.265 Kritische Betrachtungen zu den Niherungsverfahren

Gibt man den E-Modul nur in Abhidngigkeit der Betongiite an, wie

im Verfahren von PETTERSSON, so stellt das Verfahren eine grobe
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Naherung dar, weil der E-Modul in erster Linie von der Hohe

der Beanspruchung abhangt, Wwird hingegen, wie bei den Ver-
fahren von SIEV, HANSELL/WINTER oder LEBELLE, der E-Modul in
Abhangigkeit von den auftretenden Spannungen ausgedruckt, so
muss die Bestimmung der Kipplast auf dem iterativen Wwege er-
folgen, Dadurch erschwert sich die Berechnung der Kipplast.

Bei einigen_Verfahren (PETTERSSON und LEBELLE) wird der Be-
rechnung von 1y der Gesamtbetoﬁquerschnitt mit oder ohne Langs-
bewehrung wie im Stadium I zugrunde gelegt. Meistens befindet
sich der Balken unter der Kipplast schon im Zustand II (mit
Rissen). Die Steifigkeit EIy nimmt infolge der Risse sehr stark
ab. Aber die Steifigkeitsabnahme kann in der Rechnung durch die
f;stgelegten kleineren E-Moduln bericksichtigt werden.
Sinngemdss gilt dasselbe fﬁ; die Torsionésteifigkeit.

Wird nur die Betondruckzone zur Berechnung der Biege- und
Torsionssteifigkeit zugruﬁde gelegt, wie bei den Verfahren von
HANSELL / WINTER, so stellen die erhaltenen Steifigkeiten die

kleinsten Werte dar.
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8. Experimentelle Untersuchungen

8.1 Vorwort

Die strenge elastizitdtstheoretische Lisung des Kipp-Problems
erfordert einen auSSerordéntlich hohen mathematischen Aufwand.
Daher wurden fiir die hier behandelte Theorie iuber die Kipp-

stabilitdt vereinfachende Voraussetzungen gemacht, deren Ein-

fliisse auf die Untersuchungsergebnisse erlautert werden sollen.

Es wurden linearisierte Gleichungen in Ansatz gebracht. Der
Krummungsradius der elastischen Linie wurde mit Q= Aa,,angesetzt
statt des genauen Wertes g = %,, 4+ (u.’)zl:’/z. Dadurch wurde eine
Verzweigungslast gefunden, die nur fiir sehr kleine Deformationen
zur Geltung kommt. Das Mass der Ausbiegung blieb dabei unbe-
stimmt. Ebenfalls wurde der Einfluss der von den Querkraften her-
vorgerufenen Schubspannungen auf den Vertormungszustand vernach-
lassigt, da bei offenen Querschnitten und nicht gedf‘ungenen
Tragern die Schubverzerrung meistens bedeutungslos ist. Zur
weiteren Vereiniachung wurde auch die Hauptkrimmung vernach-
lassigt. Das bedeutet, dass der Einfluss der Krumacung in der senk-
rechten Richtung auf das seitliche Ausweichen ausser acht bleibt,
In Wirklichkeit erfahrt der Trager vor Erreichen des Kkritischen
Zustandes in der Symmetrieebene endliche Verformungen. Fur den
Eall des mit zwei gleichen Endmomenten belasteten Balkens, er-
mittelte CHWALLA [40] das Kippmoment unter Beriicksichtigung der
Hauptkrimmung und kam zum Schluss, dass .dieser Einfluss fir
I-Trédger vernachlidssigt werden darf. Dies gilt offensichtlich
fur solche Querschnitte, deren I:)Z[x>>E;Iy ist. Es fragt sich,

ob die Vernachlidssigung der. Hauptkriimmung bei flachenartigen

Tragern, wobei EIx< EIy, gerechtfertigt ist.

Da der Balk_en nie mathé'matisch gerade und unverdreht ist, der
Kraftangriff nie genau in der Symmetrieebene erfolgt, treten
wiederum zusidtzlich, endlich grosse Verformungen auf. Die Be-
stimmung der kritischen‘Last bei diesen unvermeidbaren ax\féné-
lichen Verformungen $tosst hier auf erhebliche Schwierigkeiten.
Diese Aufgabe kdnnte néiherungs_weise als Spannungsproblem zwei:ter
Ordnung behandelt werden [_lil]. Es wurde ebenfalls vorausgesetzt,

dass unter der Belastung die Querschnittsgestalt erhalten bleibt.
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$ind die einzelnen Scheiben des Querschnittes sehr dinn, so
kann -sich die (Querschnittsform wéhrénd der Verformung merk-
lich &ndern. Dadurch kann die Spannungsverteilung stark beein-
flusst werden. Ferner wurde angenormen, dass Beulerscheinungen
beim Kippvorgang ausgeschaltet sind., Oftist eine scharfe

Trennung der beiden Vorgange nicht mdglich,

Trotz dieser vereinfachenden Annahmen ist eine allgemeine
‘Lbsung der Differeﬁtialgleichungen des Kipp-Problems ausser-
ordeptlich schwierig bzw. unmdglich. Dahef wurde in. der vorlie-
genden Arbéit von der Energiemethode unter VerWenduné relativ
einfacher Losungsansatze zur Beschreibung der Kippfigur Gebrauch
gemacht. Hierbei wurde in Kauf genommen, dass die durch die
Energiemethode ermittelten kritischen Lasten etwas grosser sind

als die exakten Werte,

Es lag deshalb nahe, die Genauigkeit der gewonnenen Liésungen
im Experimeﬂt zu uberyprifen. Bislang siﬁd nur wenige Versuchs-~
ergebﬁisse tiber das Kippverhalten von Balken bekannt. Es sei
in diesem Zusamimenhang auf die Versuche von FLINT hingewiesen
[vergl. é]. Hierbei handelte es sich um gabelgelagerte I-Balken
unter Gleichlast. Die Ubereinstimmung der Versuchsergebnisse

mit der Kiprtheorie ist sehr gut.

8.2 Beschreibung der Vefsuchs- und Belastungseinrichtungen

Es wurden in der Hauptversuchsserie 6 Versuchstriger untersucht,
davon 4 Versuchskorper ohne Endscheiben und 2 mit Endscheiben.

Alle Versuchstrager hatten eine. Stiitzweite von 954 mm und einen

V-formigen Querschnitt, dessen Abmessungen in Bild 37 dar-

gestellt sind.

60
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Die Abmessungen wurden so gewahlt, dass die an der Stébilitéts-
grenze auftretenden Spannungen weit unter der Froportional~
itdtsgrenze des Materials lagen. Als geeignetes Material fiir
die Hauptversuchstridger wurde Alu 99 F 8 (DIN 1712 Bl1.3) ver-
wendet. Aus Materialuntersuchungen wurden die mechanischen Ei-

genschaften des Alu 99 F 8§ ermittelt (Tafel XV)

T af el XV

Bezeichnung nach| 0,2-~Grenze}Zugfestigkeit|Dehnung|{E 2 G 2

DIN 1712 Bl. 3 3 2 kp/mm” | kp/mm
Goz (kpjmm)| 6 (¥p [mm®) s310 7o

Alu 99 F 8 2 . 8 25 6800 2700 ;

Aufgrund einiger-Vcrversuche mit verschiedenen Werkstoffen (St.37,
Alu 99 F 11, Alu 99 F 8 } wurde sich fur die Durchfihrung der
Hauptversuche fiir Alu 99 F 8 entschieden. Als Ersatz fir die gleich-
méssig verteilte Streckenlast wurden die Versuchsmodelle mit 8
Einzellasten an jeder Seite des Querschnittes belastet (vergl.

Bild 38 und 39). Die Lasten wurden mittels Biichsen eingetragen,

die an hochfesten Stahldrihten (¢ 0,6 mm) hidngen (Bild 40).

Die Laststeigerung erfolgte durch Zugabe von Stahlschrott in den
Biichsen. Be- und Entlastung wurde mittels einer Hubeinrichtung

in Gestalt eines 6lhydraulichen Wagenhebers durchgefihrt (vergl.
Bild 39).
Durch die hier beschriebenen Belastungseinrichtungen wurde ge-

wadhrleistet, dass die einze;ragenen Lasten bei allen Verformungs-

zustidnden immer in lotrechter Richtung wirkten,

Die Priifkorper wurden én beiden Enden so aufgehdngt, dass deren
Entfernung in Richtung der Trigerachse genau der Stiitzweite ’
entsprach, ) '

bie Aufhiéngepunkte der Piﬁfkbrper ohne Endscheiben wurden als

Gelenke ausgebildet,. so dass sich die Prifkdrper einwandfrei.um

diese verdrehen konnten (Bild.41).
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1/2 o
b b 112

Versuchskérper

hr2

h/2 ' T

T s tos s

Statisches System des Versuchskérpers
ohne Endscheiben .
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Purch ein Kugellager wurde der Reibungseinfluss auf ein Minimum
herabgesetzt, Die Wellenachse des Kugellagers wurde als theore-
tischer Aufhingepunkt angenommen. Dabei war die Aufhdngehohe £
von der Wellenachse bis zur Querschnittsschwerachse zu messen

(Bild 42).

Es war notwendig, eine horizontale Druckstrebe zwischen die

Punkte B-B gelenkig einzubauen, um die Ablenkkraft infolge der
Richtungsanderung der Auflagerkridfte aufzunehmen. Danach wurden
die Tragerenden weitgehend von Storungen frei gehalten, gleich-

zeitig war die VerwoOlbung der Endquerschnitte nicht verhindert.

Zwel Versuchskorper wurden mit Endscheiben versehen; um den Ein-
filuss der Endscheiben auf den Kippvorgang zu studieren. Zu die-
sem Zweck dienten zwei Flatten aus Leichtﬁetall von 10 mm Dicke.
An den beiden Tragerenden wurden je eine Flatte mit Kunststoff-
kleber x-60 angeklebt (Bild 43 und 44). Der Aufhingepunkt lag
gemdss Bild 43 in der Endplatte. Ferner erhielten die Endschei~-
ben eine V-formige Rille von 2 mm Tiefe, damit ein wirkungsvoller

Anschluss mit dem Versuchskdrper gewdhrleistet wurde.

Mit Hilfe eines am Riegel des Frifgestells befestigten Winkel-
messers konnte man die Verdrehung des Mittelquerschnittes des

Priiftragers verfolgen. (vergl. Bild 45).
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hochfester Stahidraht ¢ 0.6 rr<n

U .Punkt A
A Wellenachse

Klebstoff x-60
/

hochfester
Stahldraht
906

1= Aufhénge-
1 héhe

lochse 7
~ Druckstrebe
Punkt B 84 mm
\Kl6tzchen
. ' \Klemme
Q0 80 J’;’ Versuchskérper (Al.99 F8)
Bild42a  Aufhdngevorrichtung fir Bild 42 b Detail des
Priitkorper ohne Endscheiben. Punktes , . B*
Draht # 06
+—20 20 —+
" =i§ i
P i +_ l‘
6 i 6 o
‘t_ ' /Welle ¥ 8 ‘f" ¥ i
12 & NN 7 S
+ 2N LN yWellenachse ~ b OAERA L
il N \‘{'-“ -/
H 12 PR Uy \
2 N i A
415 —b10 415 4 S 1515
- ~Stahidraht « 06

Bild 42¢  Detail des Punktes A
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«— Stahldraht 8 0.6 mm
22 - » '

|
i——) l—— Klemme
i -\=Stohldroht ¢6 mm
! - Locher -
:gyﬁsmm

R ,yyfr_och N

i .
7 v - Endschéie rRRImRTIIITT
Endscheibe aus l_, : » —H-’b
Leichtmetall o .

Bild 43. Aufhdngevorrichtung fiir Prifkérper mit Endscheiben

Bild__44
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8,3 Versuchsdurchfiihrung

Die Belastung der Versuchstrager erfolgte stufenweise, wobei zu-
nachst Gewichte von je 500 p bzw. 100 p in jede Buchse einge-
legt wurden. In der Nahe der Kipplast wurde die weitere Be-
lastung durch Schrotteisen aufgebracht. Das Gewicht der Last-

eintragungskonstruktion wurde entsprechend beriicksichtigt.

Mit Erhohung der Laststufen war eine deutlich zunehmende Empfind-

lichkeit des Versuchskdrpers gegen Storkrafte zu beobachten.

Die kritische Last war eindeutig dadurch gekennzeichnet, dass es
nicht mehr moglich war, eine eindeutige Gleichgewichtslage des

Versuchskorpers zu finden. Einer uber der kritischen Grenze lie-
genden Belastung konnten mehrere Gleichgewichtslagen zugeordnet

werden, deren Bestandigkeit gegenuber geringen Storungen jedoch
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verschieden gross war.

8.4 Versuchsergebnisse

Es wurden insgesamt 6 Versuchsmodelle untersucht. Dabei wurden
die Aufhingehdhen und die Randbedingungen variiert.

Zu der 1. Gruppe gehdrten 4% Versuche mit Versuchskorpern ohne
Endscheiben (vergl. Bild 40). ' ’

Zur 2. Gruppe gehdrten 2 Versuche mit Versuchskorpern mit End-
scheiben (vergl. Bild 45). An diesen Versuchsmodellen sollte der
Einfluss der Verwolbungsbehinderung der Endquerschnitte auf die

Kipplast experimentell untersucht werden.

Versuchstridger Nr. 1 {(ohne Endscheiben)

Die Angriffspunkte der Last lagen in der Schwerpunkthohe des
Priifkbrpers. Der Abstand f zwischen Lastangriff und Aufhidngung
betrug 25 mm. Die Last wurden stufenweise aufgebracht. Nach-

folgend sind die einzelnen Laststufen adfgefﬁhrt:

‘Laststufe |1 2 13 & 5 6 7 . 8 9

vorh. Last 4,96|12,8720,78] 23,94} 27,11] 28,69) 30,27} 31,84|32,34
{kp) .

Bei der 9. Laststufe befand sich der Versuchstriager noch im
Gleichgewichtszustand. Dabei traten nur sehr geringfiigige Ver~
fofmungen auf, die auf das elastische Verhalten des Materials

zurickgefuhrt werden konnten.

Bei einer geringfiigigen Erhdhung der Belastung hielt sich der
Versuchskorper nicht mehr in der geraden Gleichgewichtslage
(vergl. Bild 46). Bei Entlastung erhielt der Tridger seine ur-

spriinglich gerade Lage wieder zuriick.

Das bedeutet, dass die kritische Last (Verzweigungslast)der
vorhandenen Belastung bei der 9. Laststufe nSmlich pkl = 32,34Kp
entsprach. Bei weiterer Erhshung der Last nahmen die Verformungen
~ fast Verdrehung um Schubmittelpunkt - sehr rasch zu bis zur

Erreichung der maximalen Traglast.

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0



~ 125 =~

Die weiteren Laststufen betrugen:

Laststufe Nr. 10 11 12

vorh. Last (Kp) 33,76 34,72 35,94

Unter der 12. Laststufe ging der Versuchskoryper zu Bruch

(siehe Bild 47).
D.h., die maximale Traglast el = 35,94 kF'
Bei einer Belastung hoher als die der Kipplast (oberhalb

der 9. Laststufe) konnte der Versuchstrager verschiedene aus-

gebogene Gleichgewichtslagen je nach der Grosse der Storkraft
annehmen. Der Trédger behielt diese ausgebogene Lage auch nach
Wegnahme der Storkraft bei, wahrend er im stabileﬁ Gleichge~
wichtszustand (unterhalb der kritischen Last) zur einzig mog-
lichen Gleichgewichtslage (gerader Lage) zuruckkehrte, sobald

die Storkrafte entfernt wurdén,'

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0



- 126 =
Im folgenden werden die Ergebnisse der verschiedenen Laststufen
nicht mehr im einzelnen aufgefiihrt; es werden lediglich die

Kipplast .sowie die Traglast angegeben.

Versuchstriger Nr. 2 (ohne Endscheiben) .

Dieser Versuch unterscheidet sich nur durch die Aufhidngehdhe f.

Hierbei betrug f = 50 mm
Kipplast €l= 34,96 kp
Traglast : (= 39,80 kp

b d

Versuchstriger Nr. 3 {(ohne kndscheiben)

£ = 100 mm

Kipplast EI = Bb,éb kp
Traglast gl = 41,16 kp

]

Versuchstrdger Nr. 4 ( ohne Endscheiben)

£ - = 200 mm
Kipplast pl = 37,00 kp
‘Traglast E = 42,44 kp

Versuchstriger Nr. 5 ( mit kEndscheiben)

f = 25 mm
Kipplast El = 36,51 kp (Bild 48)
Traglast g[ = 39,24 kp (Bild 49)

Versuchstriager Nr. 6 ( mit Endscheiben)

£ = 50 mm
Kipplast Rl= 406,26 kp
Traglast g[: 42,59 kp
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Bild 48 Bild 49

8.5 Auswertung der Versuche

8.51 Querschnittswerte des Versuchstriagers

‘95,40 cm
= +4,0 cm
= -8,0 cm
= +4,0 cm
= 0,0 cm
0,0254 cm
= 72,3968 cm
= 18,0992 cm
0,2714 cm

[N

20O G & P Al gy —
n

Mit den experimentell ermittelten E- und G-Moduls erhalt man
Gl = 6872 kp cm®
E),- 49229824 kp cm-
ECH= 184556 kp cmlt
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2 .
Mit 6:2= 200 kp/cm” erhilt man als max. Last im elastischen
(4

Bereich .Pl = 75

,88 kp.

8.52 Theoretische Kipplast

a) Fiir die Versuchstrager ohne Endscheiben.

Die Kippl?st ist aus Gl. (55) kz_u bestimmen.

Die Rechenergebnisse fir t:
Tafel XVI wiedergegeben., Ebenfalls sind die

ermittelten Kipplasten sowie die Traglasten

2,5; 5; 10 und

20 cm sind in
aus den Versuchen

eingetragen.

T a vf e 1 XVI

f rechn, aus Versuch| aus Versuch | Abweichung zwischen
(cm) {Kipplast ermittelte | ermittelte rechn. u, experimen-

n. Gl1.(55)] Kipplast Traglast teller Kipplast
(kp)" (kp) (kp) (%)

2,5]33,67 32,34 35,94 4,11
5,0/36,34 34,96 39,80 3,95
10,037,848 36,26 41,16 4,46

- - - .

20,0(38,67 37,00 42,44 4,51

——— "

b)

Die Kipplast ist aus Gl. (126) mit B, =

Fir dje Versuchstridger mit Endscheiben

O zu bestimmen.

Die Rechenergebnisse fir f = 2,5 und 5,0 cm sowie die aus den

Versuchen ermittelten Kipp- und Traglasten sind in Tafel XVII

darge stellt,
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T a f e 1 XVII
f rechn. .aus .Versuch| aus Versuch|Abweichung- zwischen
(cm) Kipplast ermittelte ermittelte jrechn. u. experimen-
n. G1,.(126)| Kipplast Traglast teller Kipplast
(kp) 1 (kp) (kp) (%)
2,5 | 38,98 36,51 39,24 . 6,76
5,0 | 42,34 40,26 42,59 ° 5,17

8.6 Deutung der Versuche

Vergleicht man die experimentellen Ergebnisse mit den theore-

tischen (Bild 50),

mung hinreichend gut ist.

so stellt man fest,

dass die Ubereinstim-

Bei den Versuchtrédgern ohne End-

scheiben bleibt die grdsste Abweiohung unter 5 %, wahrend der

Unterschied bei den Versuchtrigern mit Endscheiben etwas

grosser ist ( 6,76 %).
Versuchsergebnisse kleiner sind als die theoretischen.

Grund dafur liegt z.T.

Es ist ebenfalls festzustellen,

dass alle

Der

in ‘den kleinen ungewollten Anfangs-

verformungen infolge der Ungenauigheit in der Herstellung der

Modelle sowie in den Lasteintragungsvorrichtungen und teilweise

in der bekannten Tatsache,

dass die Energiemethcde etwas hohere

Kiprlasten ergibt als die wirklichen. Da das Kippen im elastischen
lagen die Werte Auskippen und Traglast (Er-
d. h.

ung trug der Versuchsbalken noch eine zusétzliche Last (hier bis

Bereich erfolgte,
schopfungslast) etwas auseinander, nach erfolgter Auskipp-
etwa 15 % der Kipplast), bevor er unter der Last wegging (iuber-
kritischer Bereich).

Wie es aus einigen Vorversuchen festgestellt wurde, ist der

ﬁberkritis¢he Bereich bei Stahl grosser als bei Aluminium.

Bei Stabilitétsproblemen mit Verzweigungslast ‘ist es mﬁglich,
dass der obere Grenzwert des Tragvermogens hoher liegt als’ die
Verzwelgungslast. Dies ist nur der Fall bei sehr grossen Schlank-

heitsgraden im elastischen Bereich [vergl. 2]
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46
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61, (55) (ohne Endscheiben)
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T
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Bl [kp]
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Bild 50a. Versuchsergebnisse der Gruppe 1

O Auskippen

+ maximale Traglast

46

' | oL 1126) {mit Endscheiben)

fcm]

44
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40

38

36

34
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0L
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Bild 50 b. Versuchsergebnisse der Gruppe 2
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9., Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die elastische Kippstabilitat
der an ihren Enden aufgehidngten, geraden Trager mit beliebig
geformten, einfach-symmetrischem, dinnwandigem, offenem Quer-
schnitt. Als Belastung wurde gleichmidssig verteilte Querlast
angenommen. Die ungiinstige Auswirkung einer Langskraft auf die
Kippsicherheit, .herrihrend VOn der Aufhangung, wurde unter-

sucht.

Die theoretischen Losungen dieses Stabilitdtsproblems wurden
mittels der Energiemethode abgeleitet. Die Genauigkeit dieser
Losungen ist von der Zahl und Eignung der zur Auswahl zuge- '

lassenen Funktionen abhiangig.

Es wurde festgestellt, dass die verschiedenen Querschnitts-
formen hinsichtlich ihrer Stabilitat in zwei Hauptgruppen unter-
teilt werden kodnnen., Wahrend ein eingliedriger Ansatz genigend
genaues Ergebnis zur Beurteilung der Kippsicherheit der Balken-
trager mit I-Frofilen liefert, muss fiir flachenartige Trager
EIy>C>GIt) ein mehrgliedriger Ansatz herangezogen werden, um
geniligende Genauigkeit zu gewdhrleisten. Durch die Annahme Ely=o0
ldsst sich bei manchen Randbed:.lngungen (ﬂ = ﬂ°= 1 /{: [3;:0,5)
die Berechnung der Kipplast der flidchenartigen Trager erheblich
vereinfachen, Es hat sich gezeigt, dass diese Annahme im Hin-

blick auf die Baupraxis gerechtfertigt ist.

Im Fall zusanmengesetzter Beanspruchungen (Querlast + Langs~
kraft) kann mit Hilfe der DUNKULY'schen Formel der Rechenauf-
wand wesentlich verringert werden, ohne die Kippsicherheit zu

unterschitzen.

Der Einfluss der Aufhidngehche f auf die Grosse der Kipplast
wurde weitgehend untersucht. Der Abminderungsfaktoroc:Q%lﬁ!ﬂk
t abhédngig. (E‘l)é‘ﬁ'

Die Wirkung der Aufhidngung auf die Kippsicherheit klingt um so

ist im starken Mass von der Griosse Ely/GI

rascher ab, je grosser die Biegesteifigkeit EIy im Verhi#ltnis
zur Torsionssteifigkeit GIt ist. Wwahrend dieser Einfluss beim
Rechteckquerschnitt am deutlichsten ist, wird er beim V-formigen

Querschnitt (EIy>:>GIt) nur fir sehr kleine Aufhidngehdhen
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bemerkbar. Die bisherigen Verfahren [12] und [14] zur Be-
stimmung der Kipplast aufgehdngter Balken mit I-Querschnitten
mit Hilfe der o¢ ~Werte des Rechteckquerschnittes liefern zu

niedrige Kipplasten als die tatsdchlichen.,

Der Einfluss der starren Endscheiben an den Stirnflidchen eines
Tragers auf die Kipplast wurde ebeﬁfalls untersucht. Ferner wurde
festgestellt, dass die durch die Endscheiben bedingte Zunahme

der Kipplast vor allem von der Querschnittsform abhangt. Die
Kippsicherheit flachenartiger Trager mit V-formigem Querschnitt
wird kaum von den Endscheiben beeinflusst. Im allgemeinen kann
gesagt werden, dass fladchenartige Trager im geringeren Mass kipp-
gefahrdet sind als Balkentrédger mit ublichen Frofilen (I-Quer-

“schnitt).

Im Abschn. 6 wurden die fur den praktischen Gebrauch geeigneten

Formeln zusammengestellt,

Anschliessend wurde die Ubertragung der gewonnenen, theoretischen
Efgebnisse auf baupraktische Konstruktionen aus Stahl oder
Staﬁlbeton gezeigt.

Die Kippsicherheit fur.einen Stahltr&dger im plastischen Be-

reich kann derart erfolgen, dass fir den E-Modul eih von der
Spannung abhangiger redgzierter Modul E eingefihrt wird, 'Es wurde
auch angenommen, dass dér Schubmodul im plastischen Bereich -die-
selbe Abhadngigkeit von der Spannung hat wie der Modul E. Die E-~
‘und G-Moduli sind uberall im selben Verhadltnis abzumindern, und
zwar entsprechend der maximalen Spannung an der meist beanspruch-
ten Stelle. ' '

Die Beurteilung der Kippsicherheit von Stah;betonbalken ist we=~
gen der Rissbildung und beschridnkten Elastizitdt des Betons viel-~
fach schwieriger als bei Stahltrédgern. Hierfir missen die Arbeité—
linien des Betons und der Bewehrung, die gerissene Zugzone des *
Betons und die zutreffenden Werte fiir die Biege-'und Torsions-
'steifigkeit der Betonteilé im gerissenen Zustand berucksichtigt
werden.

Zahlenrechnungen zeigten, dass die Kipplast von Stahlbetonbalken

mit iiblichen Frofilen aus der éinfachen Formel g = 420 [_4 EJ),
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mit genligender Genauigkeit berechnet werden kann, soweit es

sich um kleine Aufhingehthen handelt (bis{ﬁ::QOS);

Zur experimentellen Uberprﬁfung der abgeleiteten Losungen
wurden 6 Modellvefsuche mit aufgehdngten Tradgern durchgefuhrt.
Als Versuchsmaterial wurde Aluminium gewidhlt. Einige Versuchs-
trager erhielten Endscheiben. Die_Versuchsergebhisse zeigten
eine gute Ubereinstimmung der Theorie. Der grosste Unterschied
betrug ca. 7 %. Ferner ist zu bemerkgn, dass alle Versuchser-

gebnisse kleiner sind'alé die theoretischen.

An Hand von 8 Zahlenbeispielen sollte die Handhabung der abge=-
leiteten Kippforméln erleichtert werden.

Mit den gewonnenen Ergebnissen wédre es moglich, den Nachweis der
Kippsicherheit schlanker, im Montagezustand befindlicher Fertig-
teile zu erbringen und sie so zu bemessen, dass sie den Anforde-

rungen -an Sicherheit und hirtschéftlichkeit entsprechen.
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Anhang

Anwendungsbeispiele

Beispiel 1

Fiir den in Bild 51 dargestellen Fertigteilbinder aus Spannbeton
(B 450) soll im m°ntage2ustan3 \ £ = 0,50 m) die Kipplast be~
stimmt werden. Die Belastung erfolgt lediglich durch sein Eigen-

gewicht (e = o).

IY17% : ' - ARy
1 . 200m 1
CL A= Aufhangepunkt 2 - . |A |
;j:.. E S B e S T e R 4 _L"LL_/ﬁI'.E‘L e A R 1100
Querschnittswefte nach [2]: 4]
o s ,
v .o Bild 51 —+—030%
M = © Ty » e S L
Jy= 73530 cm _ : _10’5
J = 67580 *emt E ].ﬁ_'

G = 121922000 em®

-8

i

Steifigkeitswerte:
EJ= 350.10%.73330 .10 2566,65 Mpm- 070
EQ,= 350.10%.121922.107% = 426,43 Mpm" ot

FSS)

GJ{= 150.104.67580 .1078 = 1013,74 Mpm2~ Syl
I; ' l 015

—

|‘ 0,30 “

Die‘Kipplast ist nach Gl. (38) zu bestimmen.. Nach Einsetzen der

obigen Querschnitts- und Steifigkeitswerte ‘erhdlt man unter

Beachtung, dass e = o ist; £ = 0,50 m

(Pe1)2 | 712,5329 (p 1) ~ 13736,1250 = o.
Die positive Wurzel liefert die gesuchte Kipplast wie folgt:
pl = 18,80 Mp : ; p, = 0,94 Mp/m.
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Falls eine Gabellagerung vorliegt, ergibt sich die Kipplast
zu h

1= 117,20 Mp 'pk

Py = 5.8§ Mp/m

Der Abminderungsbeiwert
0,94 -

o< = 5?33 = 0,16 ‘ : o
Ein genaueres Ergebnis wird erhalten, wenn die Kipplast nach
(34) berechnet wird. Zur Verringefung‘des Rechenaufwandes wird
der Fall der Gabéllagerung betrachtet. In diesem Falle ist es

einfacher, die Berechnung nach (Gl, "18) in [7] durchzufuhren.

Die erwdhnte Kippgleichung lautet:

pk“ - 578,22 pkz - 17970,40 = o.

Die kleinste positive Wurzel liefert die gesuchte Kipplast
wie folgt: )
Py = 5,7% Mp/m .

Der Abbruchfehler betragt:
5,66 -~ 5,74

= 5
~J——-5—;77T’—— . 100 = 2,09 % ,

was filir die Praxis belanglos ist.

Beispiel 2

Fir den in Bild 52 dargestellten ¥lattenbalken aus Spannbeton
(B450) mit 15 m Stutzweite, soll die Kipplast ebenfalls im
Montagezustand bestimmt werden, Die Belastung erfolgt ledig-
lich durch sein Eigengewicht (e = o)., 2 Aufhidngungsarten sollen

hier untersucht werden (Bild 53).
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0,15 M \
}y=0.2567
S — X
0,70
05163
. Bild 52
L010 |

Querschnittswerte nach [2]

F = 1150 cm2
Jx = 789030 em?
J,,: 39580 cml*'
J,= 44400 cm”*
Cy= 13562930 em®
K=+ 25,87 cm

Tk = - 9,91 cm

iz +720,53 cm?'

Steifigkeitswerte:

o)

= 0,1150 m~

= + 0,2587 m
0,0991 m
=+ 0,0721 m*

-8

EJ, = 350 C 10t 39580 . 10 = 1385,41 Mpmz
EC, = 350 . 10 . 13562930.101%= 47,47 Mpm

GJ,= 150 . 10" . 44koO

. 1078 = 665,94 Mpm>
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A b, 172 b, 102 y
Aufhange -
punkt
—_Px  Mp/m I=033mI
JF SR ST N AT SN SOF Y R T MY 29X S SN R '
Bild 53a
411’
V4 ! V4
~| Ay
. l : . ~ tatsachlicher
' l : . . Aufhdnge-
4 '
A ] az 450 N /Punkf \

' P MpTm
EEEIN N 3 Y R

T

|
|

-Bild 53 b
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Bei 1. Aufhidngemethode (Bild 53 a)

‘Mit
Pl

0,33 m erhdlt man nach Gl. (38) fiir die Kipplast
16,20 Mp PPy = 1,08 Mp/m,

Falls eine Gabellagerung vorliegt, ergibt sich die Kipplast
zu pkl‘='134,16>Mp P Py = 8,94 Mp/m.

Der Abminderungsfakfor ol = 1,08
) . m = 0,121
b ] .

Bei Gabellagerung erhdlt man noch genaueren Wert fir P, ¢ wenn
nach Gl, (18) in[?] berechnet wird. Die Kipplast errechnet
sich aus .- . .

4 . i 2
Py - 17,7566 pk3,— 1065,??:pk + 2539,00 Py + 66582,10 = o.
Die kleinste positive Wurzel dieser Gleiéhung liefert

Py = 8,82 Mp/m. Der Abbruchfehler betridgt 8,94 - 8,82 .100 =1,36%.
: 8,02
. 1,

Bei 2. Aufhiangemethode (Bild 53 b)

Mit a' = 0,33 m, £ = 0,33 m und P = Pl Pl
2 tang 2

erhdlt man nach Gl. (84)

19116,31 (pkl)2 + 15182294 Pl - 222436803 = o.

Daraus ergibt sich die Kipplast

pkl’:'iqgﬁo Mp ; Py = 0,96 Mp/m.

Die zugehorige Druckkraft betragt Py = 14,40 = 7,20 Mp,
. -2

und das Randmoment Mk = 0,33 . 7,20 = 2,38 Mpm.

Nun soll die DUNKULY'sche Formel an Hand dieses Beispieleé
iiberpriift- werden. ) )
Flir das Gesamtproblem wurden folgende kritische Werte gefunden:

+* * .
511 = 14,40 Mp ; P = 7,20 Mp ; M_ = 2,38 Mp m

k k
Bei Alleinwirkung der Gleichlast (Pk =03 M =o )
Pl = 16,20 Mp ‘ _
Bei Alleinwirkung einer zentrischen Druckkraft (pkl = o ; aZo)
P, = 5u,15 Mp
Bei Alléinwirkung eines konstaﬁten Momentes (pkl = o0 Pk = o)
M

4 kb= 221,30‘ﬂpm
Nach Gl. (87) :
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+* * *

Pt o Pk oo Mo o= 14,80 0 7,20 2,38 = 1,083 51,
Pl P Kk - 16,20 50,15 221,30

Beispiel 3

Fiir das in Bild 54 dargestellte Faltwerkelement auS'Spann;

beton ( B 450) soll die Kipplast nach verschiedenen Formeln
berechnet und deren Genauigkeit festgestellt werden. Die B?f
lastung erfolgt-&uréh sein Eigengewicht. (2 = 0,707 ﬁ). Die

Aufhéngepunkte-liégen 3,0 m iiber der ‘Schwerachse,

A | 2

B M/m
K N T 2 2 K 2 T T K N T 2

FON Aufhdngepunkt
/7 AN
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Cuerschnittswerte nach [16] :

X, =+0,707 m

Y= = 1,414 m
J,= 0,266700 m®
Je=  0,001333 m*
G= 0,000444 m®

Steifigkeitswerte: ) :
'E@: 35Q .10t 0,266700 = 933,450 .'1037Mpm2
G%: 150 .v104 . 0,001333 =. - 2,000 . 107 Mpm2 

1,555 . 103 ]lem2

E%f‘350 . 104 . 0,000444

Die Kipplast wird zunédchst unter der vereinfachenden Aﬁ-

nahme’ EI) = 00 .berechnet. '

a) .mach Gl. (59) f’kl = 269,68 Mp,
Ek = 8,989 ‘Mp/m.

A\

Bei Gabellagerung ( ¥ =00 ):
1 = 285,25 Mp, -
9,508 Mp/m..

o
x
|

b) ndch Gl. (55) .
(3,102 - 661,16 (5, 1) + 94639,66 = o .
Die positive Wurzel liefert

k! = 209,55 Mp,

Kk = 6,985 Mp/m.

Bei Gabellagerung f =c0):

Q) o

'Ekl = 213,39 Mp,
B, = 7,113 Mp/m

c¢) Nach Kippbdg. (50) ,
~ 275,3565 (5k1)3 + 316292,35 (ﬁkl)z -~ 104,7221 . 10° (3, 1)

+ 10545,75 '.-10(> =0 .

Die kleinste positive wurzel liefert

Byl = 204,70 Mp , B, = 6,823 Mp/m .
Bei Gabellagerung ( f =00 )

Pl = 208,38 Mp Sk = 6,946 Mp/m.
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Nun 1st die KRipplast mit dem tatsdchlichen Wert Ely zu be-

stimmen,

Im weiteren wird die Gabellagerung zugrunde gelegt,

weil es sich hier um Genauigkeitsbetrachtungen handelt,

2 .
(pkl) + b810,884 (pkl) - 1943222 = o
Die positive wWurzel ergibt pkl =

e) nach Kippbdg (34) oder nach gl. (18)

Gabellagerung vorliegt:

274,28 Mpj

= 9,143 yp/m.

in [7] s+ sofern eine

+ 0,000089072 k* - 0,1833496 k3 + 20,225439 k2 . 309,273434 Kk
: + 951,974847 = o, "

Die kleinste negative Wurzel lﬁﬁ{ert k = - 4,3865

lHierbei bedeutet k =

Daraus pkl
Py

X

Ve, &%

210,59 Mp,
74,019 Mp/m,

Die gewonnenen Ergebnisse sind in Tafeln XIII und XIX zu-

sammengestellt,

Taofel

XIIl

aufgehingter Triger ( £/1 = 0,10)

1. Ndaherung| 2, Ndherung | 3, Naherung
n. Gl. (59)|n. Gl. (55) | n, Gl. (50)
Kipplast
pk(Mp/m) 8,989 ©,985 6,823
Abbruch-
fehler in % 2,37 °
in bezug auf 31,74
3. Naherung
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T af el XIX

Gabelgelagerter Triger (f/1 = 00 )

1. N&herung| 2., Naherung| 3. Naherung
Py (Mp/m) 9,143 | 7,019 -
EIY £ co :
’ Abbruchfehler | . ) e -
in % : 31,62 : 1,05 ; S
Py (Mp/m) 9,508 1,113 - 6,946
EIy=°o
Abbruchfehler :
in % . 36,88 2,40 ) o

Nun soll die Auswirkung der Annahme Ely =00 auf die Grosse der
Kipplast untersucht werden.

In Tafel XIX betradgt der Unterschied bei der 1. Naherung

9,508 -~ 9,143 , 100 = 4,0 % .
G, 143
2 gﬁz

Nach Abschn. 3.14 ist die Vergleichsgrﬁése(% ) (h
) - i ) ) 2 2
Sie betragt in diesem Beispiel 301 .10 10 = 2,25 < 2,5
LV E& .
fir b/h = 1,0 (Vgl. Tafel II). ’
D.h., : Der auftretende Fehler bleibt bei der 1. Ndherung unter

zu ermitteln

der als zulassig angenommenen Grenze (5 %).

Unter Zugrundelegung der 2., Niherung nimmt die Abweichung

den Wert
7,113 - 7, 019 . 100 = 1,34 %
: 7,019
an, welcher kleiner als 4 % ist.

Beispiel 4

Fiir das umgekehrte Profil des im Beispiel 3 behandelten Falt-
werkelements soll die Kiprlast berechnet werden. Der Tréger ist
gabelgelagert anzunehmen. '

In diesem Fall darf kein Gebrauch von der Annahme EIy = OO ge-

macht werden, weil der_Schubmiftelpunkt iiber dem Schwerpunkt

https://doi.org/10.24355/dbbs.084-201904231240-0
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des Querschnittes liegt.
a) nach Gl. (39) (pkl)2 - 6510,884 (pkl) - 1943222 = o .

1 = 7085,14 Mp  »

Die positive Wurzel ergibt Py

1]

' Py 236,170 Mp/m.
b) nach Kippbdg. (34) oder nach Gl. (18) in [7]
0,000089072'k4 - 0,1833496 K>+ 20,225439 K2 . 309,273434 k +

+ 951,974847 = o ,

Die kleinste pqsitive Wurzel liefert.

k = + 131,85 . Daraus p, 1 = 6329,93 Mp

P)= 210,998 Mp/m

Der Abbruchfehler -betrigt .= 236,170 - 210,998 . 100 = 11,93 %

210,998 : .

Tafel XX

Querschnittsform|j 1., Nadherung 2, Naherung | Abbruchfehler in %
\\\~/// P = 9,143 | P, = 7,019 30,26 %
///\\\\ P, = 236,170 | P, = 210,998 C 11,93 %

Daraus stellt man fest, dass die Kippsicherheit des behandelten
Trigers mit /N ~fdrmigem Querschnitt ca. 30 mal so gross ist,

wie die Sicherheit beim \/ -Querschnitt.
Anschaulichkeitshalber sind in Tafel XXI die Abweichungen

zwischen den 1. und 2. Ndherungen fiir die. schon behandelten

Querschnitte zusammengestellt,
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Querschniéts— SfeifigkeitSver; Abweichung Beherkung
“form hdltnisse : in %
: : EIy/GI, 12G1t/ECM U
'i‘l: 0,625 oo " 2,15 -
o .2,0861,73i56;45‘7 ';1,36> aA s.~Beisp. 2
{Beton) ' Cois e ' -
.':]:1'v 2,530 950,91 2,09 s. Beisp. 1
(Bétgﬁ) )
ij‘” 86,62 50,57 1,35 nach (7]
(Stahl) ' - B
Il. 86,62 50,57 2,80 _nach [7]
(Stahl) ' '
\\g/’/' ,446;70 1157,56 30,26 s, Beisp. 3
(Betbn)
- ),/\g\ 446,70 1157,56 [ 11,93 s. Beisp. &
(Béton)
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Beispiel 5
Es s0ll die Kipplast eines 3tahltrédgers (Bild 55) mit 20 m

Stiitzweite bei versghiedenen Randausbildungen bestimmt werden.

I'%4 . .
) X i
1 , 1)
— " ;#:2
M
42,10
%4=3Q99
Querschnitt [7] : f_*_ 5 é
™M = 0,3099 m -
T = 0,1082 m - h=100
4
% = s062,5 cmq = 2000 em’
Jp= 153,3 cm A
q‘z'o,s . 107 cm .
1 Bild 55
— ] 2
s ‘#

Steifigkeitswerte:

E]= 5062,5 . 10'8.2100.104 = 1063,125 Mpm>

G#Q= 153,3-.-10"’8 . 810.104»= . 12,417 Mpm2

€€,= 0,5 . 107 . 10712 [2100 . 10% = 165,000 Mpm*
I. GabellAgerung: ﬂ =4 , /i.a 4

nach Gl. (39)
(p 2 - 8,1790 p,1 ~ 83,3678 = o.

Die Auflosung -der Gleichung ergibt die Wurzelp
pl = + 14,099 mp ; pg = + 0,705 Mp/m

und
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1 = - 5,921 Mp ; P = - 0,296 Mp/m -

Der positive Wert gilt fur den in Bild 55 dargestellten Quer-~
schnitt, wahrend der negative fur den umgekehrten Querschnitt
gultig ist.

'II. Gabellagerung mit Endscheiben ﬁ = 1, ﬁ = 0,5
°

II a) nach Gl. (113)
(pkl)2 - 84,6132 (p, 1) - 222,8991 = o .

Die Wurzeln sind

Pl =+ 19,848 Mp i P = 5‘0;992_Mp/m C,
und : . » . :
Pl = - 11,234 Mp . 3 Py = = 0,562 Mp/m

I1.b) nach Gl., (109) .
(hkl)z - 10,9290 (p,1) - 172,1151 = o.

‘Die Wurzeln sind

pl = + 19,675 Mp i Py = + 0,984 Mp/m
dnd i . .
Pl = -~ 8,747 Mp. i Py = ~ 0,437 Mp/m .

II c¢) nach Kippbdg. (ioo)
(pkl)3 - 1563,08 (pkl)z + 17407,60 p, 1 + 252077,06=0.

Die réellen Wurzeln sind

pl =+ 19,650 Mp 5 Py = + 0,9825 Mp/m
und k .
Pl = - 8,285 Mp i Py =~ 00,4142 Mp/m

II d) nach Gl. (97) »
(pkl)z - 11,5978 (p,1) - 148,9860 = o .

Die Wurzeln sind:

pk1'=_+ 19,312 Mp : pk.n + 0,9656 Mp/m N
und o ‘ o
Pl = - 7,714 Mp 5 P = = 0,3857 Mp/m . .

1I e nach Gl. -(104)’
(pkl)z - 11,60428 (p,1) -~ 148,8297 = o .

Die Wurzeln sind :

Pl = + 19,311 Mp .3 Py =+ 0,9655 Mp/m ,
und ' .
pl =~ 707 Mp i P = - 0,3853 Mp/m
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II £) nach Kippbdg. (93)
(p, )" - 300,0648 (p, 1) ~ 100111,4639 (p, 1) 4

+ 1201054,74 (p, 1) + 14990492,62 = o.

Die reellen Wurzeln sind:

pl= + 18,9061 Mp ° i P = + 0,9453 Mp/m
und .
Pl = -~ 7,6804 Mp i Py = - 0,3840 Mp/m
111. Einspannung p = 0,5 , ﬂ: 0,5

o

nach Gl, (123) :
(pkl)2 - 28,6020 (p ) - 366,7738 = o .

Die wurzeln sind:

pkl'= + 38,200 Mp i P = + 1,910 Mp/m
und ' )

Pl = - 9,604 Mp : P Py o= - 0,480 Mp/m
T af el  XXII

{ Randbedingung ﬁ: 1, ﬁ = 0,5)
(-]

nach G1. T - Querschnitt A~Querschnitt
pkl(Mp) Abbruchfehler % Pyt (Mp) |Abbruchfehler %

(113)  |[19,848 4,98 ‘ 11,324 46,27
(109) 19,675 4,07 . 8,747 13,89
(100) {19,640 3,88 8,285 7,88
( 97) 19,312 2,15 7,714 0,44
(104) |19,311 2,14 1 7,707 0,35
( 93) {18,906 0 7,680 o
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Taf el

XXIII .

Randbedingung

T - Querschnitt

J - Querschnitt

Pl (Mp)Zuwachs in % p, 1 (Mp) Zuwachs in %
/3: 1, /3: 1 + 14,099 o) 5,921 0
L]
IB= 1; (3°= 0,5 |+ 18,906 31,3 7,680 29,7
/3: o,s;ﬁ:o,s + 36,2006 171,0 9,604 62,0
o
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Beispiel 6

Der im Beispiel 1 dargestellte Fertigteilbinder ist mit

2 Endscheiben versehen ( Bild 56) .-

|- : {=2000m

Bild 56

Es soll die Kipplast berechnet werden unter der Annahme, dass
die Endquerschnittsverwdlbung véllig behindert ist.

Nach Gl. (108) mit £ = 0,50 m :

(p, 102 + 949,48 (p 1) - 18303,74 = o .

Daraus

Pl = 18,90 Mp PPy = 0,945 Mp/m
Liegt eine Gabellagerung vor, so ergibt.Gl. (108)
p 1 = 135,28 Mp ;P = 6,764 Mp/m.

T afel XXIV

Randbedingung ’ : Kipplast /Mp/
ohne Endscheiben | £/1 = 1/40 . 18,80

£f/1 = oo 117,20
mit Endscheiben. | f/1 = 1/40 18,90

£/1 = o0 135,28

Aus Tafel XXIY kann man die Schlussfolgerung ziehen, dass bei
relativ dickwandigen Querschnitten,.welche im Stahl- und Spann-
betonbau iiblich sind, die Kipplast von den Endscheiben unwesent-
'lich.beeinflusst werden kann. )

Im Gegensatz dazu, ist dieser Einfluss bei dﬁnnwandigen I-Quer-~

schnitten deutlicher zu bemerken (vergl. Beispiel 5).
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BeisEiel 7

Fir das im Beisp. 3 behandelte Faltwerkelement s0ll die Kipp~
last unter der Voraussetzung ermittelt werden, dass die End-

querschnitte zwei starre Endscheiben erhalten.

1) Randbedingungen p: 1,0 , ﬁ = 0,5
I a) nach Gl. (108) °
(p, 1)% + 10372,96 p, 1 - 5557109 = o

pkl = 510,62 Mp S IV 17,021 Mp/m

I b) nach Gl. (97)

o .

(pkl)2 + 10439,86 (pkl) - 2405451

p, 1 = 225,50 Mp 5Py 75513 Mp/m
I c¢) nach Gl. (104)

(pkl)2 + 10444 ,45 pklv— 2351075 = o .

p, 1l = 220,45 Mp 3 Py = 7,348 Mp/m
I d) nach Gl. (117)

(pkl)2 + 10444,45 (p, 1) - 2343156 = o .

pl = 219,72 Mp D 74324 Mp/m

T afel XXV

1. Ndherung |2, Ndherung|3. Ndherung|4. Ndherung
Kipplast
(Mp) 510,62 225,50 220,45 219,72
Abﬁruch-
fehler in % | 132,40 2,63 0,33 o]
II) Randbedingung = 0,5 , {g: 0,5
©

Ila) nach Gl. (123)
(p, )% + 25684 p 1 - 5771340 = o ,

p, 1l = 222,50 Mp i Py = 7,417 Mp/m .
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Wird die seitliche Biegesteifigkeit angendhert unendlich

angesetzt, so ergibt sich aus Gl.(129)

p, 1 = 224,34 Mp 3 p = 7,476 Mp/m .

Die Abweichung betrigt ca. 0,8 % .

II b) nach Gl. (126)
(unter der Annahme EIy = 00O )

(pkl)2 ~ 581,9702 (pkl) + 80230,49 = o

= 71476 MP/m

-e

pkl = 22‘&,32 Mp pk

Tafel XXVI

Randbedingungen

B=1; f=1| p=1; ,[3°= 0,5 = 0,5, (§O= 0,5

Kipplast
(Mp) 210,59 219,72 222,50

Zum Schluss ist zu erwidhnen, dass die Kipplast von den Endaus-
bildungen bei Trédgern mit V-Querschnitten unwesentlich be-
einflusst wird. Hier betriagt der Unterschied zwischen Gabel-
lagerung ( /S: ‘(So= 1) und seitlicher Einspannung( {s = @‘,: 0,5)
ca. 6 %.
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Beispiel 8

Fiir einen Stahlbeton-Dachbinder mit 15 m Stiitzweite soll die
Kippsicherheit im Montagezustand nachgewiesen werden. Die
Aufhidngung des Binders erfolgt durch 2 Stahlschlaufen, die an
den Binderenden liegen., Die Schlaﬁfen sind kurz genug, so dass

deren Elastizitdt nicht beriicksichtigt zu werden braucht.

Baustoffe B 300
B St. 42/50

Die Bemessung nach n-Vertahren fur die Gebrauchslast % = 1,4

Mp/m ergibt die in Bild 57 dargestellten (uerschnittsabmessungen.

Eigengewicht des Binders: g’ = 0,4 Mp/m
0,25
f—’———f/4 612
-+ 1
Y
0\
—-N
\‘K ERES)
> o
Bl g 8
o /rf/ e =Q25m
Al - o
a0
S #6
>< Bild 57
_‘,hs
>
—k
«Q
Q\
—fe L.Q
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Querschnittsfestwerte fir den ungerissenen (Querschnitt (Stadium I)
Vergl. Bild 58,

7;[: 5.7 cm
== 2,65 cm
3= 44540 cm’
sz 2619000 cmq
3= 74000 cmq (nach Gl. (165)
C"= o {vernachlassigt)
I
025
92—+
—
(D =;_J
2 1
A 913/
~
Q .
Sl M
=
4 *I S X
)10
2
0
<
7T o Bild 58
Q‘ 2= \ ]
T (Vo197
S N
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Aufstellung der Eb _NL-Beziehung fir den Querschnitt

m~-m(Z= b@) H

Die Spannungsverteilung in der Betondruckzone soll durch das

GL-— Eb -Diagramm gegeben sein. Gemdss DIN 1045, Neufassung,

soll fiir die Verformungsberechnung die in Bild 18 wiedergegebene

51 - &, -Linie ( B 300) angewandt werden, Abweichend davon wird

hier die 62 - E’b ~Linie durch die Funktion

= A-(i- &Y
G- f [4-Ci- Y]
festgelegt, wobei

[
81,3: 1*525 /00
>N = 5,00
bedeuten.

Fir die Steifigkeitsberechnungen ist

oo R 2]
e = 0,85 ﬁW,m = 255 Kp/cm

zu setzen.
Damit wird

< &IZ1Y
o = 255[/1-(/1__3%57)] .

Die nach dieser Funktion ermittelte & -

Bild 59 mit der in DIN 1045, Neufassung,

verglichen.

& -Linie ist in

angegebenen Linie
ges

Der Berechnung wird eine idealisierte 6~€-Linie fur

B St. 42/50 zugrunde gelegt (Bild 60). Dabei betrigt

2
ﬁg: 4200 Kp/em™.
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0, (kp/cm?) nach DIN 1045, Neu._ FR= 085/,
250 ] ‘ TN
nach qumel
O = Pr [7- (1-Ln )"]
aY:
) A=50
200 €pp= 425 %o +
fr=255kp/cm? '
150 /
100 Bild 59 S{mnnungs - Dehnungslinie
fur Verformungsberechnung
B 300
50
Ep %
0 05 10 15 20 25 30

4
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a

[3,=4200 -~

Ar

tan E,= 210 0000 kp /cmg
- (4

—_—n e ——

2 o/’ﬂ

Bild 60 Idealisierte 0'- & - Linie far Betonstahl Il b

Die bendtigten Volligkeits- und die Schwerpunktbeiwerte (o, ﬁ

konnen direkt aus [25] fur B 300 entnommen werden.,

Fur verschiedene Eb— wWerte werden X £ M und die zuge-~
. e ? m

Y

horige-Last. [ ermittelt.

Taf el XXVIX

1 X E h4m
G| ™ | (%) |ty | H )

0,25} 36,0 0,55 | 22,02 11,80

0,50 | 35,8 | 1,10 | 44,64 | 23,80

0,75 | 35,6 1,67 | 66,62 35,60

1,00 | 33,9 | 2,36 | 79,46 | 42,30

1,50 | 24,10 5,70 | 81,28 43,40
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Mml Eol %)

(Mp m) /
90445

(}

80 1-40 -

70435

60130 /

L Ay
-/

30§15 /

20410 / v

Bild 61 Abhdngigkeit der Stahl -
dehnung Eeund des Biege-
: momentes Mmvon der
10105 Betonstauchung €p
(Schnitt m-m)

] 1 { H

025 050 075 100 125 Ep( %) 15
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Die Abhiangigkeiten der Stahldehnung €e sowie des Biegemomentes
Mm von der maximalen Betonstauchung Eb sind in Bild 61 aufge-

tragen.

Berechnung der Biegesteifigkeit EIv des Querschnitts m-m

Stadium I (ungeriséener Querschnitt)
A
E- k-5 B
5 .
E = —————5— . 255 = 300 0b0 Kp/em®
4,25 , 10
(EIy), = = 44540 . 300 000 = 13362 . 10% Kp em® = 1336 Mp.mZ

Stadium 11 (gerissener Querschnipt)

Fir verschiedene £ -Werte werden die Steifigkeitsgrossen mit
Hilfe der Gln. (149) und (152) ermittelt. Die Ergebnisse )
sind in Tafel XXVIII wiedergegeben.

T afel XXVIII

& [ Mm [ 4l [
(%) | Mo | vy | BSy (M)

- - - 1330

0,25 | 22,02 | 11,80 992

0,50 | 44,64 | 23,80 859

0,75 | 66,62 | 35,60 733

1,00 | 79,46 | 42,30 547

1,50 | 81,28 | 43,40 397

Die Abhingigkeit der seitlichen Biegesteifigkeit EIy von der

Belastung 4| ist in Bild 62 dargestellt.
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1p-m?)
1300
1200 \ -
1100 \
1000 \\
900 \rl ;
e
' 800 l
700 \wl
600 — l; ' ( N\
Bild 62 Abhangigkeit der Biege-
steifigkeit EJy von der
500 Belastung ql
400
|
300 —+
S
S
200 L — —>
10 15 20 25 30 35 40
ql (Mp)
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Aufstellung der Eb-Ms - Beziehung fir den Querschnitt s-s

Die Lage des kritischen Schnittes s-s ist nach Gl. (169)

zu ermltteln. .
Mit (L_zz) ,
wt ¢
s %(lzs-l‘) r
A5 m und h = /',/{5 m

"

—
i

erh&lt man' aus GI. (169) z = 3,85 m

Nach der S$chubtheorie von WALTHER [37] werden X, £, M_ und-
die . zuzehorlme Last Qlfur verschiedene q,—herte ermittelt
(Tafel. XXIX). ,
Hierfiur gelten - wegen Bezeichnungen vergl, [37]

Ky= 0,99 . .

kt= 1 (fir alle Belastungsgrade)

Der gunstige Einfluss der Schubbewehrung auf die Festigkeit
der Schubdruckzone wird hier vernachléssigi. So ist der Schub-
sicheruhgsgrad 2?: o zu setzen.

Damnwird:

_ ﬁkz | 1 . , Gl
Y= /32 - /1432{(Q h/Ms)("‘?)]z [3.‘ ’G.?a]

- /r+32(4/s4)2 = 89

Be, = 083.255 = 22F  plem”

. ) ' 5
Den nachfolgenden Berechnungen wird /32t = 227 Kp/cm” zu-

grunde gelegt. Dies liegt auf der sicheren Seite.
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T af el XXIX

€p X €e Mg Qs U
%) | em | @) lpm | oy | o)

0,25 | 22,8 | o,44 | 18,24 3,10 | 12,74

0,50 | 25,3 | 0,85 | 34,62 5,87 | 24,15

0,75 | 27,6 1,23 | 49,71 8,45 | 34,70

1,00 28,8 1,60 64,36 10, 90 44,80

1,50 | 28,8 | 2,40 | 80,30 | 13,65 | 56,10

Die Abhdngigkeiten der Stahldehnung €, sowie des Biegemomentes
Ms von den max. Betonstauchungen Eb im Querschnitt s-s sind

in Bild 63 aufgetragen.

Berechnung der Torsionssteifigkeit GIt des Querschnitts s-s

Stadiun I (ungerissener Querschnitt)

- _g\_“.(sgt L Ber = 221 Kplem?
zugehorige ﬁw = 03?%5 = 267 Kp/cm2
X O - sk
5= 510- e~ = 4,33 °/oo
E; = 24i§———:? . 227 = 286006 Kp/cm2
4,33.10

286 000
Gg = 3 (1+1/6) = 122500 Kp/cm2

(G:{: 122500 . 74000 = 9050 . 10° Kp/em® = 905 Mp n? .
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. Ee
(Mp.m) l (o)

80 %p /
70_ +35 /

60130

50 125—— - : /
Qe /
40 +20— : / ] d
30 = - /

63 Abhangigkeit der Stahl -
dehnung ée und des
Biegemomentes Mg von der
Betonstauchung £ "

{Schnitt s-s)

0 025 050 075 100 125 15
) Ep (%)
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Stadium I (gerissener Nuerschnitt)

(GIt)Beton ist nach der erweiterten Form der Gl., (164) zu
bestimmen.

4
(GIt)Beton = (J{,A <+ %4 D ) GA -+ \Ite GZ (.Blld G‘I) .

€tz =0 1%

Ee
o Eb _____ e Fé’

Bild 64

Der tinfluss der Bewehrung aut die Torsionssteifigkeit kann

durch Gl. (168) berucksichtigt werden,

Fur verschiedene Eb -Werte werden die Torsionssteifigkeiten

GIt berechnet; die Lrgebnisse sind in Tafel XXX wiedergegeben.
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T af el XXX

g ) . m2
°/00) p(s ) ?fi ) o) oL, e

) Mp'm P 1p .

(GIt)Bet. (GIt)Bew. (GIt)Ges.

- - - - 905 - - 905
0,25 18,25 3,10 12,74 328 17 345
0,56 34,62 5,87 24,15 250- 17 267
0,75 | 49,71 | 8,45 34,70 207 17 224
1,00 64,36 10, 90 44;80 173 17 190
1,50 80,30 13,65 56,10 . 112 17 129

" Die Abhangigkeit der Torsionssteifigkeit GIt von der Be-

lastung ql ist in Bild 65 dargestellt.

Gl. ( 173) und (174) :

Berechnung der Ersatzsteifigkeiten nach

= 1336 Mp m

keit von der Belastung zu entnehmen.

(EIy)o

in

- (GI,)
) t'o
(EIy)min und (GIt)m'

= 905 Mp
sind den Tafeln XXVIII und XXX in Abhangig-

sind in Bild 66 dargestellt.

Bestimmung der Kipplast

Die Kipplast ist aus

Fiur den vorliegenden

Zunachst werden r,

zeigt wir

o
[}

Gl.
Fall gilt

2

2

m

(38) zu bestimmen.

o (Eigengewicht in Schwerpunkt) -

o (vernachlissigt) .

M

Die Ersatzsteifigkeiten

gleich Null angesetzt. Wie spater ge-

d, ist diese Annahme gerechfertigt.
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| 6Jr (Mpm?)

1000 ¢
(GJ 7
900 4
800
700
600

500 ’ \

400 ¢ N
NS

< I
300 |
l \'\‘\‘\
200 Bild 65_ Abhéngigkeit der Torsions-
steifigkeit GJy von der Be-
| lastung ql
100 - L
Bl
S|
|
0 > 10 15 20 25 30 35 M)
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EJy, GJr
- (Mp-m?)
1300,
\ Bild 66 Abhdngrgkeit der Ersatz -
1200 . steifigkeiten von der Be-
lastung ql
1100 \
1000 \\ .
900 \ ‘
800 \\
700 \\
600 \
N
w’
400 ~
\\ .
300
. o ad
5 10 15 20 25 30 35 40
ql (Mp)
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Die Kippgleichung (3%8) wird dann

(9k13)2 + 6,97 % GJ (9/°) - 837 GREJ -~ o -

Die Aufhingehshe betridgt f = 0,60 (Bild 67).

060m |
r

Jrr

Q Bild 6>7

3
Die L&sung der obigen Gleichung nach ( ql ) erfolgt durch Fro-
bieren mit Hilfe des Bildes 66, v
Zunidchst wird die Kipplast le zu 18,6 Mp abgeschdtzt. Aus

Bild 65 entnimmt man die zugehdrigen Steifigkeiten.

- 910 Mp m2
425 Mp m2

Ely

GIt

n

Setzt man diese in Kippgleichung ein, so erhdlt man daraus

%} = 18,6 Mp wie‘geschétzt.
(D= (g'1) = O,41.15 = 6,15 Mp.
vorh

vorh.

Vorhandene Sicherheitszahil gegen Auskippen wihrend der Montage

g _ (9, A8,6 :
K L= = — - 3 03
. vorh (g[ JYorh_ . G, 45 (]
Erforderliche Sicherheitszahl \){ = 2450 . !
eat,

Movern, =303 > 2, - 250
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Beji der Last ?l = 18,6 Mp, lassen sich G aus Gl. (175) und v
nach Abschn. 7.234 angeben

M

x
Als Kipplast erhdlt man unter Beriicksichtigung von Q und v

(Ql)k= 19,0 Mp.

Der Unterschied betragt

r.= = 0,005m 1 Yy = 0,56 m,

19,0 ~ 16,6 . 100 = 2,1 % .
- 19,0
Nun soll die Kipplast nach Gl. (43) bestimmt werden.

(gl)k = 420 /l‘i EJ/

Fiir den vorliegenden Binder
( l 0,6
k= 120 =1- EIy = 00,0214 EIy
: 15>
Diese Beziehung ist in Bild ©8 mit einer Geraden dargestellt.
Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Biegesteifigkeitslinie

ergibt sofort die gesuchte Kipplast, und zwar

(3L&=_19,40 Mp.

Der Unterschied zwischen diesem Fall (GIt = 00 ) und dem mit
der tatsdchlichen Torsionssteifigkeitsgrusse betragt
19,40 -~ 16,60 . 100 = 4,3 %
1%,60
Diese Uberlilegungen gelten nur rur dickwandige Guerschnitte mit

kleinen Aufhidngehihen £ ( bis f£/1&005),
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1200

1100

1000 }— ' \

800

800

700

600

R

500

do 4 1 =

o/ o
/;0
/

400

Bild 68
300 =%

200 /

100

o I N I BN

5 10 15 20 25 o 3 4
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Bruchsicherheit gegen Biegung (Querschnitt m-m)

Dem Bruchsicherheitsnachweis werden die in Bild 22 dargestellte
GL - 85 -Linie fiir Beton und die idealisierte @g - & -Linie
fir Stahl zugrunde gelegt.

Be = 0.7 Busy = 0,70 (300 =50) = 175 p/cm”
ﬁ% = 4200 Kp/cm2

Das Bruchmoment ergibt sich bei Versagen der Stahleinlagen zu

Mm,“ = 79,82 Mpm.
(gl_)wg 79,82 . %5 = 42,5 Mp

[}

(él) = 0,41 . 15 6,16 Mp (unter Bindereigengewicht)

1,40 , 15 = 21,0 Mp (unter Gebrauchslast)
Sicherheit gegen Biegebruch im Querschnitt m-m

unter Bindereigengewicht

L k2,5 .
M T B A5 T 092 > Yy = 175

unter Gebrauchslast

v 42,5 _ g -

Bruchsicherheit gegen Schub (Querschnitt s-s)

Bor= w fBe= 0,89 . 175 = 155 Kp/cm>
./35 = 4200 Kp/cina
Das Schubbruchmoment ergibt sich bei Versagen der Stahleinlagen
zuM, = 79,32 Mpm.
s,u = 13,45 Mp
(94 l)s'u= 55,3 ‘Mp
Sicherheit gegen Schubbruch in Querschnitt s-s:

unter Bindereigengewicht

_ 55,3 _ ’
Mu =2 = 900 > e = 1,75

unter Gebrauchslast

. 25,3
Xu= 21,0 = 2063 D> e = 175
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Zusammenstellung der Sicherheitszahlen unter Bindereigengewicht

Taf el XXXI

Bruchart Kippen

Biegebruch Schubbruch

v

3,03

6,92 9400

Bercchnung der Kipplast nach dem Verfahren von PETTERSSON

3 W

[2]]

JYo
Lo
=,
GJ,

Mit

300

105000 Kp/cm2 {aus Tafel XIV)

105000 = 52500 Kp/cm>
)

f

1

44540 cm?

74000 cmq

468 Mpm2

385 Mpm2

} Gesamtbetonquerschnitt

= 15 m und f = 0,60 m erhdlt man aus

2 3 - .
3 15 =
(qt)~+ 6,97 0.6 385 (?L ) - 837.. 385 . 486 = o

die Kipplast zu.(ﬂll=

<, =

9,77 Mp

9,77 = 1,59 < \7{3‘-'-3 (nach seinen Empfehl.)
b, 15 £

D.h., die Sicherheit gegen Kijpen ist nach PEITERSSON nicht

ausreichend,

Berechnung der Kipplast nach dem Verfahreﬁ von HANSELL/WINTER: .

Demnach schreibt -man (Bild 69) :

Iy =

= 19500 +

(_x_-_15) 3
A v
221 03
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= 2 3 012 15
Jt_a5.15 (3 -0,21 32)
T %g (0,15 + o )
- . 10
+ {(x - 15) 10° (% - €,105 518y
- ; 1 _ 1,05 3
= 22600 + (X ~ 15) (3 fx"-,Tg) 10

Fur verschiedene x-Werte werden Iy und It ausgewertet, Die

der x-werte zugehodrogen gb sind der Tafel XXVII zu ent-

nehmen; und mit Hilfe der . g -~Linie des Betons werden die
Sekantenmoduln bestimrrt. Somit konnen die Steifigkeiten be-
rechnet werden. Durch Probieren erhidlt man aus der Kippgleichung
die gesuchté Kipplast, und zwar

-

» (3[)k= 12,00 Mp

Die nach dem genauen Verfahren berechnete Kipplast wird in

Tatfel XXII mit der nach den Ndaherungsverfahren verglichen.

25

—L
154 5
“ .
/ ~(x=15
]
_jnoi

Fe Bild 69
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Kritische Last

Verfasser

PETTERSSON

HANSELL/WINTER

(?l)k m Mp

16,60

9,77

12,00

Es lisst sich efkennen, dass die Naherungsverfahren die Kipplast

unterschidtzen. Das liegt darin,

dass der Berechnung der Biege-

steifigkeit nach HANSELL/WINTER nur die Druckzone des gerissenen

Querschnittes zugrunde gelegt wurde. Durch die Vernachldssigung

der unterhalb der Nullinie liegenden Zone wird die tatsadchliche

Bieresteifigkeit stark herabgesetzt.

B . T
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