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Kapitel

Einleitung

Das Konzept der Gruppen ist nicht nur innerhalb der Mathematik ein zentrales Thema, sondern
auch in Teilgebieten der Chemie, der Physik, der Informatik, der Mechanik und sogar der Musik.
So finden Gruppen unter anderem Verwendung in der Quantentheorie, der Spektroskopie, der
Kristallographie, der Kryptographie und der statistischen Mechanik.

Die Gruppentheorie hat sich im 18. und 19. Jahrhundert aus verschiedenen Richtungen der
Mathematik heraus entwickelt. Eine abstrakte Definition einer beliebigen Gruppe findet man in
einer Arbeit von Cayley [6] aus dem Jahr 1854. In der Theorie der unendlichen Gruppen spielt
das Konzept der nilpotenten Gruppen eine zentrale Rolle. In dieser Arbeit wird die folgende
spezielle Klasse nilpotenter Gruppen betrachtet.

Definition
Eine torsionsfreie, endlich erzeugte, nilpotente Gruppe heifst T-Gruppe.

Jede T-Gruppe hat eine Zentralreihe mit unendlichen zyklischen Faktoren, vgl. [16, Sec 5.2].
Die Lange einer solchen Reihe heifft Hirschlange. Diese Notation stammt aus der Theorie der
polyzyklischen Gruppen, siehe Hirsch [14] oder [16, Sec. 5.4].

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Vervollstdndigung der Klassifikation der 7T-Gruppen der
Hirschldnge hochstens 5 bis auf Isomorphie zusammen mit einer Beschreibung der Automorphis-
mengruppen dieser Gruppen. Dieses Ergebnis ist auch in den Publikationen [4] und [5] zu finden.
Um weiter ins Detail gehen zu kénnen, werden wir in den folgenden Abschnitten zunéchst einige
Grundlagen aus der Theorie der T-Gruppen erlautern.

T-Prasentationen

Jede T-Gruppe kann durch eine spezielle Sorte von Présentationen beschrieben werden. Diese
sogenannten 7 -Présentationen sollen hier kurz vorgestellt werden. Siehe Abschnitt 2.3 oder [13,
Sec. 8.1, 8.2| beziechungsweise [17, Sec. 9.4] fiir weitere Details.
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SeineNundt=(t;r|1<i<j<k<n)e 2(3). Eine durch den Vektor ¢ beschriebene
Présentation

ti i tiimn (o . .
G@t) =91, 9n | lgj, 9] = 957" - gn?" fir 1 <i < j <)

bezeichnen wir als 7-Présentation. Die Gruppe G(t), die durch solch eine 7-Présentation
definiert wird, ist dann endlich erzeugt und nilpotent von der Hirschldnge héchstens n. Eine 7-
Préasentation heift konsistent, wenn die dadurch definierte Gruppe G(t) genau die Hirschldnge
n hat. In Abschnitt 2.3 wird gezeigt, dass es zu jeder T-Gruppe G der Hirschlinge n einen
(oder mehrere) Vektoren t € z(5) gibt, so dass ¢ eine konsistente Présentation beschreibt und
G = G(t) gilt. Im Verlauf dieser Arbeit werden 7-Gruppen durch konsistente 7-Préisentationen
dargestellt.

Das Isomorphieproblem

Generell kann eine Gruppe verschiedene Présentationen haben und oftmals ist es auf den ers-
ten Blick nicht ersichtlich, ob zwei Prasentationen isomorphe Gruppen beschreiben oder nicht.
Die triviale Gruppe beispielsweise lisst sich durch die Priisentationen ( | ) und (z,y | zy? =
y3x, yx? = 23y) darstellen, nachzulesen in [1, Kap. 3].

Die Frage, ob zwei Présentationen isomorphe Gruppen beschreiben oder nicht, wird auch als
das Isomorphieproblem bezeichnet und wurde 1911 von Dehn formuliert. Es ist bekannt, dass
das Isomorphieproblem im Allgemeinen nicht entscheidbar ist, siche auch [1, Kap. 3|. Grunewald
& Segal [8, 9] haben gezeigt, dass dies fiir 7-Gruppen anders ist: das Isomorphieproblem fiir
T-Gruppen ist entscheidbar. Allerdings scheint es schwierig, den von Grunewald & Segal be-
schriebenen Algorithmus in die Praxis umzusetzen, selbst in sehr kleinen Féllen. Vergleiche dazu
auch die Arbeit von de Graaf & Pavan [2].

Einen praktikablen Algorithmus zur Losung des Isomorphieproblems fiir gewisse 7-Gruppen
der Nilpotenzklasse 2, darunter diejenigen der Hirschldnge héchstens 5, liefert eine Arbeit von
Grunewald & Scharlau [10] aus dem Jahr 1979. Fiir 7-Gruppen mit einer hoheren Nilpotenzklasse
ist keine allgemeine, praktikable Methode zur Losung des Isomorphieproblems bekannt.

Klassifikation von 7-Gruppen

Ein erster Schritt zur Losung des Isomorphieproblems fiir 7-Gruppen ist, die Menge der T-
Gruppen anhand ihrer inneren Struktur in verschiedene Typen zu unterteilen. Die folgende De-
finition dient als Hilfsmittel dazu.

Definition

Sei G eine T-Gruppe der Nilpotenzklasse ¢ und G = y1(G) > -+ > 7(G) > Ye41(G) = {1} die
absteigende Zentralreihe von G. Weiter sei Iy,(G)/vx(G) die Torsionsuntergruppe von G/vi(G)
firl <k <c+1. Dann heifit

G=15L(G) > (G) > > 1.(G) > I.41(G) = {1}

die Isolatorreihe von G.
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Die Isolatorreihe ist eine vollstéandig invariante, charakteristische Zentralreihe von G mit torsi-
onsfreien Quotienten G/Ij11(G) und frei abelschen Faktoren It(G)/I;41(G) fir 1 <k < c.

Definition
Sei G eine T -Gruppe mit Nilpotenzklasse ¢ und sei dy, der Rang des Faktors Iy(G)/Ix1+1(G) fir
1 <k <ec. Dann heifit (dy,...,d.) der Typ von G.

Am Typ (di,...,d.) einer T-Gruppe G kann man sowohl ihre Hirschliange via d; + ... + d.
als auch ihre Nilpotenzklasse ¢ ablesen. Die mdoglichen Typen der 7-Gruppen der Hirschlange
hochstens 5 sind in der folgenden Tabelle beziiglich ihrer Hirschlinge n und ihrer Nilpotenzklasse
c aufgelistet.

n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
c=1| ) (@ (B 5)
c=2 (2,1) (3,1) 1)
c=3 (2,1,1)  (3,1,1)
1,2)
c=4 (2,1,1,1)

In der ersten Zeile dieser Tabelle findet man die Gruppen der Klasse 1. Thre Klassifikation ist
trivial, denn fiir jedes n > 1 gibt es genau eine T-Gruppe der Hirschlinge n und der Klasse 1
und zwar die frei abelsche Gruppe vom Rang n. Die blau hinterlegten Gruppen der Klasse 2
wurden bereits von Grunewald und Scharlau [10] klassifiziert. In Kapitel 7 wiederholen wir diese
Klassifikation der Vollstdndigkeit halber.

Die griin hinterlegten Gruppen der Klassen 3 und 4 bis auf Isomorphie zu klassifizieren, ist das
Hauptziel dieser Arbeit. Mehr dazu findet man in den Abschnitten 4.2.1, 4.3.1, 5.2 und 6.2. Der
Kern dieser Klassifikation lésst sich wie folgt beschreiben.

Fiir eine T-Gruppe G der Hirschlinge n < 5 und der Nilpotenzklasse mindestens 3 sei
7(G) = {te z() | G = G(¢)}

die Menge aller Vektoren, die iiber eine konsistente 7-Présentation in n Erzeugern eine zu G
isomorphe Gruppe definieren. Damit beschreibt T'(G) den Isomorphietyp von G vollstdndig. Nun
wird ein eindeutiger kanonischer Vektor in T'(G) definiert, der diesen Isomorphietyp reprisentiert.
Insbesondere wird eine praktikable Methode beschrieben, um zu einem beliebigen Vektor ¢ den
kanonischen Vektor, den wir mit Cf(t) bezeichnen, zu berechnen. Die zu G isomorphe Gruppe
G(Cf(t)) nennen wir die kanonische Form von G. Der Algorithmus zur Berechnung von Cf(¢) ldsst
sich in einem Computeralgebra-System wie zum Beispiel GAP implementieren. Wenn die Ergeb-
nisse von Grunewald und Scharlau mit einbezogen werden, kann damit das Isomorphieproblem
fiir T-Gruppen der Hirschlange hochstens 5 wie folgt gelost werden.

Satz
Zwei beliebige T-Gruppen G1 und Go der Hirschlinge héchstens 5 sind genau dann isomorph,
wenn sie den selben Typ haben und ihre kanonische Form dibereinstimmit.

Ein weiteres Ergebnis dieser Arbeit ist die Beschreibung der Automorphismengruppe einer
beliebigen T-Gruppe der Hirschlange hochstens 5.

Die grundlegende Idee hinter dem Erreichen der Ziele in dieser Arbeit ist die Ubersetzung des
Isomorphieproblems fiir 7-Gruppen in die Berechnung eines Systems von Polynomgleichungen.
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Dazu wird jeder Typ einzeln betrachtet. Wichtige Hilfsmittel hierbei sind die Darstellung der
betrachteten Gruppen durch 7-Présentationen sowie die zugehdrigen Hall Polynome, die die
Multiplikation in der Gruppe realisieren. Zu Letzterem vergleiche |4] oder Abschnitt 3.2.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt darin, mit Hilfe eines solchen Gleichungssystems, eine ein-
deutig bestimmte kanonische Form zu berechnen. Dies geschieht, abhéngig von dem zu Grunde
liegenden Typ, mit verschiedenen mathematischen Methoden aus der Gruppentheorie und der
ganzzahligen Arithmetik.

Gruppen vom Typ (n,1,1)

Des Weiteren betrachten wir noch die 7-Gruppen vom Typ (n, 1, 1) mit n > 4. Fiir diese Gruppen
der Hirschlange n 4+ 2 und der Nilpotenzklasse 3 wird hier keine kanonische Form konstruiert,
aber es wird ihre Struktur untersucht und ein Ansatz zur ,Reduktion* ihrer T-Présentationen
G(t) entwickelt.

Satz
Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1,1). Dann existiert ein e € N, so dass G eine zentrale
FErweiterung der Form

0—7Z-5G—G.—1

ist. Es gilt Bild(¢) = I3(GQ) und G, ist eine T-Gruppe vom Typ (n,1) mit

Ge = <gla-' -5 9n> Gn+1 | [92,91} = gfz-{-l’ [9]791] = 171 <1 <] < n, (17]) 7é (1a2)>

Dartiiber hinaus zeigen wir, dass die Erweiterung G eine 7-Présentation hat, deren nicht-triviale
Relationen fiir 1 <i < j <n, (i,7) # (1,2) folgende Form haben

l92, 1] = Ghi19niss

9j,91] = 9,\%,
[gns1. 1] = gnis™
[gni1,92) = g75"

Daher wird jede T-Gruppe G vom Typ (n,1,1) durch einen Vektor

n(n—1)

1
o= (012,003, Q1) s Alini1, O2np2) € LJeLSL ™z

beschrieben. Mit Hilfe der Kohomologietheorie entwickeln wir eine Methode, um « zu einem
Vektor & umzuformen, der eine zu G isomorphe Gruppe beschreibt. Das Ziel einer solchen Ope-
ration ist es einen Vektor & zu erhalten, der moglichst diinn besetzt ist und dessen Eintrage wenn
moglich positiv und/oder betragsméfig klein sind.
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Grundlagen

Notationen

Im Folgenden seien N = {1,2,...} und Ny = NU {0}. Seien z € Z und y € N gegeben. Der
euklidische Algorithmus liefert eine Darstellung von z in der Form

(x) x=ky+r
mit r € {0,...,y — 1}. Im Verlauf dieser Arbeit nutzen wir folgende Notationen

rdivy := k,

rmody := r.

Weiter sei s = Min{x mod y, (—z) mod y}. Dann existieren ein e € {1,—1} und ein t € Z, so
dass
(k%) ex =ty+s

gilt. Im Fall y | = gilt die Gleichung fiir ¢t = e% und s = 0. Ansonsten gilt mit den Notationen
von (x) entweder s=r,e=1undt=Fkoders=—-r+y,e=—1und t = —k — 1.
Die Menge aller e € {£1}, die die Gleichung (*x) erfiillen, beschreiben wir durch

pref((£z) mod y)

und bezeichnen sie als prefiz von (+z) mod y.

Bemerkung 2.1.1
Seien x € Z, y € N und s = Min{x mod y, (—z) mod y}. Dann gelten folgende Aussagen.

(a) Es gilt s € {0,..., %]}
(b) Die Menge pref((£x) mod y) ist eine nicht-leere Teilmenge von {1, —1}.

(c) Es gilt pref((£z) mod y) = {1, -1} genau dann, wenn s € {0,y/2} gilt.
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Beweis:

(a) Im Fall s = 0 ist die Bedingung erfiillt. Sei nun s # 0 und x mod y = r mit r € {0,...,y—1}.

Es gilt s = Min{r,y — 7} und damit nach Konstruktion s € {0,...,[§]}.

(b) Dieser Punkt folgt direkt aus der Definition des prefix.

(c) Sei nun pref((£z) mod y) = {1,—1}. Dann gilt s = —s mod y und damit y | 2s. Da
s €{0,...,|y/2]} gilt, folgt s = 0 oder s = y/2. Umgekehrt folgt aus 0 = —0 mod y und

2 = —% mod y die Behauptung.
O

Diophantische Gleichungen

In diesem Abschnitt rekapitulieren wir einige grundlegende Ergebnisse {iber diophantische Glei-
chungen. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit sind sie ein wichtiges Hilfsmittel.

Lemma 2.2.1
Seien ay,...,an, € Z und sei d = ggT(ay,...,ay). Dann gilt

{arz1 + ...+ apzy | 21, ...,z ={kd | k € Z}.

Beweis:
“C“: Wir miissen zeigen, dass es zu jedem n-Tupel (ai,...,a,) € Z" ein k € Z mit a1z1 + ...+
anxy, = kd gibt. Da d jedes a; fiir 1 <14 < n teilt, kénnen wir ein solches k wie folgt berechnen

(alxl—i—...—l—anxn)/d:%w1+...+%xn:kez.

“2 : Nun gilt es zu zeigen, dass es fiir alle k € Z eine Darstellung von kd als Z-Linearkombination
von ay,...,a, gibt. Der euklidische Algorithmus liefert fiir gewisse y1, . .., yn € Z eine Darstellung
d=aiy1 + ...+ anyn. Damit gilt fiir jedes k € Z

kd = arkyr + ... + ankyn.

Lemma 2.2.1 impliziert, dass eine lineare diophantische Gleichung a1z + ... + apxy, = aps1
mit gegebenen ai,...,an+1 € Z und Unbestimmten zi,...,x, genau dann eine Losung mit
Ti,...,Tn € Z hat, wenn gilt ggT(a1,...,an) | ant1.

Es ist bekannt, dass die Menge aller Losungen in diesem Fall n — 1 freie Parameter hat. Wir
rekapitulieren die Konstruktion einer solchen Losungsmenge fiir die Féalle n = 2 und n = 3 im
Folgenden.

Lemma 2.2.2
Seien a,b,c € Z mit d = ggT(a,b) und g = ggT(a,b,c). Seien weiter s,t € Z mit d = as + bt
und w,v,w € Z mit g = au + bv 4+ cw. Dann gelten die folgenden Aussagen.
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(a)
(b)

L= {(s—i—x%, t—x9) | x € Z} ist die Menge aller Losungen fiir die Gleichung axy+bray = d.

L= {(u—l—ﬂcg — ysg,v —z9— ytg, w —l—yg) | x,y € Z} ist die Menge aller Lisungen fir die
Gleichung ax1 + bxo + cxs = g.

Beweis:

(a)

Es gilt
b a ab ab
a(s—i—a:g)—i-b(t—a:g) = as—i—mg—i-bt—xg
= as+0bt
= d.

Demnach 16sen die Elemente aus L die Gleichung axi + bxo = d. Es bleibt zu zeigen,
dass es nur die in L beschriebenen Losungen fiir die Gleichung gibt. Sei also (y1,y2) eine
beliebige Losung. Dann gilt ay; + bys = d und damit a(y; — s) + b(y2 — t) = 0. Also gilt
G(y; — s) = 5(t — y2). Da ggT(%,2) =1 gilt, folgt 5 | (y1 —s) und 4 | (¢t — y2) und beide

Divisionen haben den selben Quotienten x. Das ergibt y; = x% +sund yo = —z5 +t wie
gewlnscht.
Es gilt
b c a c d
a(u+xz=—ys—)+blv—z= —yt—) + c(w+y-)
( d g d g) g
ab ac ab cb cd
= autzr— —ys—+bv—r— —yt— +cw+y—
d g d g g
bt d
= au—ym—l—bv—{—cw%—yg
g g
c(d) cd
= au—y——+bvt+cw+y—
(Y g
= au+bv+cw
= g'

Damit 16sen die Elemente aus L die Gleichung axq 4 bxs+cxs = g. Es bleibt zu zeigen, dass
die Gleichung nur die in L beschriebenen Losungen hat. Sei also (y1,y2,ys3) eine beliebige
Losung und definiere ] = y1 —u, y4 = y2 —v und y4 = y3 —w. Dann gilt ay] +bysb+cy; =0
und damit, nach Lemma 2.2.1, ey = —(ay] + byh) = kd fiir ein k € Z. Da ggT(d,c) = g
gilt, konnen wir die Gleichung durch g teilen und erhalten gyg = k:g. Also gilt g | y4 und
yh = yg fiir ein y € Z. Dies ergibt einerseits

Y5 =yl
— YP-w = y§
— Y3 = w+ y%
Andererseits erhalten wir cyy = cyg. Eingesetzt in die Gleichung cys = —(ay] + byb)
bedeutet dies
cyd = —(ay) + by)
= oyt = —(ay) +by))
= (ysg)a+ (ytg)d = —yia —ysb
< (ys; tyat (ytg +y)b = 0.
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Damit 16st (y] + ysg, yh —{—ytg) die Gleichung axj 4+ bzs = 0. Die Losungen dieser Gleichung
sind in (a) beschrieben. Mit s = 0 und ¢ = 0 bekommen wir

_ b
y1tys; = 04y
— yl—u—i-ysg = x%
= un = u—ys§+x§
und
/ —
y2+yt§ = 0—$%
= povtyt; = —ug
= = v—ytg—i-xg.

Insgesamt folgt nun, dass (y1,y2,y3) wie gewiinscht ein Element aus L ist.

Sei < eine Wohlordnung auf Z. Eine mogliche Wohlordnung ist beispielsweise 0 < 1 < 2 <
LK -l -2k ... Wir erweitern < zu einer Wohlordnung auf Z¢ lexikographisch.

Definition 2.2.3

Seien ay,...,as € Z, d = ggT(a1,...,as) und L = {(x1,...,25) € Z° | a1x1 + ... + asxs = d}.
Dann enthdlt L beziiglich < ein eindeutiges, minimales Element (y1,...,ys) und wir nennen
d=ai1y1 + ...+ asys die kanonische Dekomposition von d.

2.3 T-Prasentationen

Ein zentrales Hilfsmittel in dieser Arbeit sind die T-Prisentationen, eine spezielle Form der
polyzyklischen, beziehungsweise nilpotenten Prasentationen. In diesem Abschnitt wiederholen
wir die fiir diese Arbeit relevanten Ergebnisse. Diese Ergebnisse und mehr zu dem Thema findet
man unter anderem in [13, Sec. 8.1-8.2], [16, Sec. 5.2, 5.4| und [17, Sec. 9].

Definition 2.3.1
Seienn € N und | = (). Seit = (tijr | 1 <i < j <k <n)eZ. Bine Prisentation in n
Erzeugern der Form

ti P ti, in v . .
G(t) = (g1, s9n | lgjs 9] = g7 - gn”" fiir 1 < i < j <)
nennen wir T -Prdsentation.

Die durch diese Présentation definierte Gruppe G(t) ist endlich erzeugt und nilpotent von der
Hirschlange hochstens n.

Definition 2.3.2
FEine T-Prdsentation heiffit konsistent, wenn die dadurch definierte Gruppe G(t) genau die
Hirschldnge n hat.

Damit definiert jede konsistente 7 -Présentation in n Erzeugern eine 7-Gruppe der Hirschlange n.
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Bemerkung 2.3.3

Wenn die T -Préisentation konsistent ist, gibt es fiir jedes Element g € G(t) genau ein n-Tupel
(€1,...,en) €Z", so dass g = g5' - -~ g&* gilt. Diese Darstellung von g bezeichnen wir als Nor-
malform.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden wir zeigen, dass auch die Umkehrung gilt und
jede T-Gruppe der Hirschldnge n von solch einer konsistenten 7-Présentation in n Erzeugern
definiert wird.

Sei dazu im Folgenden G eine T-Gruppe der Hirschldnge n. Damit hat G nach [16, 5.2.20] und
[17, Seite 394] eine endliche Zentralreihe mit n unendlich zyklischen Faktoren

G=G1>Gy> ->G,>Gpp = {1}
Da G;/G;y1 zyklisch ist, gibt es ein g; € G, so dass (g;) = G;/G;41 fir alle 1 <i < n gilt.

Definition 2.3.4
Fiir eine T-Gruppe G heifst (g1,...,9n) eine T-Sequenz, wenn fir alle 1 < i < n gerade
(9iGit1) = Gi/Giy1 gilt.

Nach Konstruktion entspricht die Anzahl n der Elemente einer 7-Sequenz genau der Hirschlan-
ge der zu Grunde liegenden 7-Gruppe. Sei (g1,...,9n) eine T-Sequenz fiir die 7-Gruppe G.
Dann heift die durch G; = (gi, ..., gn) definierte Zentralreihe die von (g1, ...,g,) induzierte
Zentralreihe.

Satz 2.3.5
Jede T -Sequenz bestimmt eine konsistente T -Prisentation. Also kann jede T-Gruppe iiber ei-
ne konsistente T -Prdisentation definiert werden. Insbesondere gibt es zu jeder T -Gruppe G der

Hirschlinge n einen Vektor t € Z(g), so dass G = G(t) gilt.

Beweis:
Sei G eine T-Gruppe der Hirschlinge n und sei (g1, ..., gn) eine T-Sequenz fir G. Dann liegt fir
1 <i < j < n der Kommutator [g;, g;] in der Untergruppe G41. Damit hat die Normalform von

. gi| fiir gewisse t; ;. € Z die Darstellung [g;, ;] = g5 -+ - gb7™ . Diese Relationen liefern
95,9 g J» g 95,9 9511 g
eine konsistente, definierende T-Présentation fiir G, vergleiche [13, Lemma 8.23|. O

Da je nach Typ einige Eintrdge aus dem Vektor t zwingend trivial sind, betrachten wir bei
expliziten T-Priisentationen meistens Vektoren ¢t € Z! mit [ < (’;)

Bemerkung 2.3.6
Sei G eine T-Gruppe.

(a) Fine T-Sequenz von G verfeinert eine Zentralreihe mit torsionsfreien Faktoren, wenn die
von dieser T -Sequenz induzierte Zentralreihe mit zyklischen Faktoren die gegebene Zentral-
rethe verfeinert.

(b) Zu jeder Zentralreihe G = Gy > G > --- > Gy > Giy1 = {1} von G mit torsionsfreien
Faktoren gibt es eine T -Sequenz, die diese Reihe verfeinert.







Kapitel

Eigenschaften von 7-Gruppen

Dieses Kapitel beleuchtet einige Aspekte der 7-Gruppen genauer und dient damit zur Vorberei-
tung der Klassifikation.

Isomorphismen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Isomorphismen zwischen zwei 7-Gruppen G und H.
Unser Ziel ist es, einen solchen Isomorphismus mit Hilfe einer korrespondierenden Matrix zu
beschreiben.

Nach Abschnitt 2.3 oder [16, Seite 137| hat eine 7-Gruppe eine Zentralreihe mit torsionsfreien
Faktoren. Des Weiteren gibt es nach Bemerkung 2.3.6 fiir jede Zentralreihe mit dieser Eigen-
schaft eine T-Sequenz, die diese Reihe verfeinert. Zentralreihen von G und H bezeichnen wir
als korrespondierend, wenn sie dieselbe Léange [ haben und jeder Isomorphismus ¢ : G — H fiir
1 <4 <[ die Bedingung ¢(G;) = H; erfiillt. Seien nun

G:G1>"'>G1>Gl+1:{1}undH=H1>"'>Hl>Hl+1:{1}

korrespondierende Zentralreihen von G und H mit torsionsfreien Faktoren. Des Weiteren seien
(91,---,9n) und (hi,...,hy) T-Sequenzen von G und H, die diese Reihen verfeinern, und ¢ :
G — H ein Isomorphismus. Dann kénnen wir ¢ durch die Bilder ¢(g;) mit 1 < ¢ < n beschreiben.
Diese Bilder liegen in H und werden damit von Ay, ..., h, erzeugt. Das heifit, sie sind fiir gewisse
m;j € Z von der Form

p(gi) = hi™" - - byt
Damit korrespondiert ¢ zu einer Matrix M, € Z"*". Da ¢ die Zentralreihe respektiert, ist M,
eine obere Blockdiagonalmatrix von folgender Form

My * ... %
0 M *

M, = N ’
0 0 M
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wobei fiir jedes ¢ € {1,...,1} der Block M; zu einem Isomorphismus zwischen den frei abelschen
Gruppen G;/G;+1 und H;/H;q korrespondiert. Damit gilt M; € GL(r;,Z), wobei r; der Rang
von G;/Giy1 bzw. H;/H; 41 ist. Diese Uberlegungen fassen wir in folgendem Lemma zusammen.

Lemma 3.1.1

Sei M € Z™*™ eine obere Blockdiagonalmatriz mit den Diagonalblocken My, ..., M;. Sei p: G —
H : g; — w; mit w; = hy"" ---hy'in definiert durch die Eintridge m;; aus M. Sei {Ry,..., Ry}
die Menge der definierenden Relationen von G in den Erzeugenden gy, ..., ¢gn. Dann definiert ¢
genau dann einen Isomorphismus, wenn gilt

(a) M; € GL(r;,2) firl <i <1l und

(b) Rj(wi,...,wp) =1 firl <j<k.

Beweis:
7 =>": Sei ¢ ein Isomorphismus. Da

1 = (1)
= ¢(Rj)
= (g, g7)
= p(g;") - elg)

©(gj,) 7 - o(g5,)" s

— Tj1 Tjs
- wjl sz
= Rj(wi,...,wy)

mit s € N, j € {1,...,k}, ji,...,4s € {1,...,n} und z;,,...,x;, € Z gilt, geniigen die Bilder
unter ¢ den Relationen von G. Demnach ist (b) gezeigt. Nun sei m; : G; — G;/Giy1,1 < i <1
der kanonische Epimorphismus. Da ¢ die Zentralreihe respektiert, wird durch m;(g;) — m;i(¢(g5))
fir jedes 7 € {1,...,n} ein Isomorphismus von G;/G;+1 nach H;/H;; induziert. Damit hat M
invertierbare Blocke auf der Diagonalen wie in (a) gefordert.

” <=": Seien nun (a) und (b) gegeben. Dann besagt (b), dass die Bilder wy, ..., w, die definie-
renden Relationen von G erfiillen. Insbesondere gilt, dass fiir jedes i € {1,...,l} die Bilder der
Erzeuger von G; die definierenden Relationen von G; erfiillen. Damit sind ¢ und ¢; : G; — H;
Homomorphismen. Nach (a) ist M; invertierbar, folglich ist ¢; ein Isomorphismus. Da nach (a)
alle Blocke invertierbar sind, liefert Induktion {iber ¢ fiir ¢ = [ bis ¢ = 1, dass alle ¢; und damit
o = 1 Isomorphismen sind. O

Diese korrespondierenden Matrizen benutzen wir im Folgenden, um Isomorphismen zwischen 7T -
Gruppen zu beschreiben. Dabei sollte man bedenken, dass die Komposition von Automorphismen
nicht der Matrixmultiplikation entspricht.

Hall Polynome

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Multiplikationsvorschrift fiir die 7-Gruppen der Hirschlange
hochstens 5 anzugeben. Dazu betrachten wir eine beliebige 7-Gruppe G mit einer T-Sequenz
(g15---59n). Mit a = (a1,...,a,) € Z" lasst sich jedes Element h € G eindeutig schreiben als
h = g% =g{'--- g%, siche auch [13, Lemma 8.3|. Das heift, fiir die Multiplikation in G gilt

gagb — gp(a,b)

12



Kapitel 3. Eigenschaften von T-Gruppen 3.2. Hall Polynome

mit a,b € Z"™ und p(a,b) = (p1(a,b),...,pn(a,b)). Nach Hall [11, 12] kann jeder Exponent
pi(a,b) durch ein Polynom in den Eintrégen von a und b dargestellt werden. Diese bezeichnen
wir im weiteren Verlauf als Hall Polynome. Ihre Berechnung fiir 7-Gruppen der Hirschlange
hochstens 5 erfolgt, mit Hilfe des Ansatzes aus [17, Seite 441ff], im anschlieflenden Satz, siehe
auch [4].

Satz 3.2.1
Sei G eine T-Gruppe der Hirschlinge 5 und sei (g1,...,g5) eine T-Sequenz. Dann haben die
nicht-trivialen Relationen dieser T-Prisentation fiir gewisse t;j1, € Z folgende Form

t123 t124 l125

9291 = 919293794795
gsg1 = g19395% g8,
9392 = G29398% g,
G191 = G19495"%,

9192 = G20495°,

9193 = g39age®.

Mit so(x) = x(x—1)/2 und s3(x) = x(x—1)(x—2)/6, lassen sich die zugehdrigen Hall Polynome
wie folgt beschreiben

p1 = ai+by,
p2 = az+ b,
ps = a3+ bs+tigzazbs,
ps = aq+ by + tioga2by + t134a3b1 + tozaazbe
+t123t134a252(b1) + t123t23452(a2)b1 + t123t234a2b1b2,
ps = a5+ by + t34504b3 + tag5a4b2 + tazsazbe + t1a5a4b1 + t135a301 + 1250201

+t234t34552(a3)b2 + tazataasassa(ba) 4 t13atzas52(az)by + t1at1a5a352(by)
+t2348345a3b203 + 1134834503103 + t134t245a3b102 + 1248345020103 + t124t34502a3D1
+(52(t123)t234t345 + t123t235 + t124t245)a2b1b2

+(s2(t123)t234t345 — t123t234t345 + t123t124¢345 + t123t235 + t124t245)52(a2)b1
+(52(t123)t134t345 + t123t 124345 + t123t135 + L124%145)a252(b1)
+t123t234t34552(a2)b1b3 + t123t234t34552(a2)azby + t123t234to45a2b152(b2)
+t123t234t34502b1b2b3 + t123t234t34502a3b1b2 + t123t134345a252(b1)b3
+t123t134t345020352(b1)

+(2tTa3t134t 345 + Btiogtasataas + 2t123t104t345 + 1238134t 045) 52 (a2)s2(b1)
+(2t793to8at 345 + trastazataus)ss(az)br + (Hiagtizataas + tiostizatias)asss(br)
+(t395to3at 345 + t123tazatoas ) s2(az)biba + (t3ygtazataas + tiastizatoss)azsa(br)ba
4835 tozatza553(az)s2(b1) + 3tiast13ataass2(az)s3(br)

+2t7 55t 34t 34552 (a2) s2(b1 ) ba.

Beweis:

Seien g% und ¢® aus G. Um die Hall Polynome p1,...,ps zu berechnen, ist es notwendig, das
Produkt g%g® = ¢* - ~g§5g11’1 . 'gg5 in die Normalform ¢%g® = g]fl(a’b) . 'g§5(a’b) zu bringen.
Die Schwierigkeit liegt hier bei der Vertauschung der Potenzen g}’ und gf. Also gilt es zunéchst

Polynome r; ; 1, zu berechnen, so dass die Gleichung

Y Tigi+1(Ty) 75,5 (2,Y)

959 = 995 9,54 S
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fir 1 <7< j <5und alle z,y € Z erfiillt ist. Diese Formeln kénnen wir dann verwenden um die
gfi an den g;-lj vorbeizuschieben. Diesen Vorgang nennt man "Collection", siehe auch [17, Seite
401].

Es ist bekannt, dass fiir eine beliebige Gruppe U mit g,h € U und = € Z beliebig folgende
Zusammenhénge gelten:

(1) Hgah]ag} = 1= [gx7h] = [g’h]z’
(2) Hgvh]vh} = 1= [97 hx] = [g,h]x,
3) llg.hl.9] = [lg.h],h] = 1= (gh)" = g"h"[g, h]**(*).
Da in allen betrachteten Gruppen [g4, g;] € (g5) fiir 1 < i < 3 gilt und g5 zentral ist, folgt aus
(1) und (2)
gigi = 9i9ilgi.gi]
= 979194, 97"
= 9191l9s, 91]"
— g%’gzgxytl‘“
gigd = 959igs"™,
gty = gigigs’e.

Die Gleichungen fiir ¢3¢} und g3 gy berechnet man in zwei Schritten. Zunéchst ergibt Induktion

iiber y, dass gilt
(*) 93 _ g3ggt134gyt135+82( )t134t145.

Denn fiir y = 1 ist die Gleichung erfiillt und unter der Annahme, dass dies auch fiir y — 1 gilt,
folgt

i 9?71)91

950 = (g3
= (g3gz(ly71)t134géy71)t235+52(yfl)t134t145)gl
ggl (ggl )(y—l)t134 (gg1 )(y_l)t135+82(y—l)t134t145
= 93921349?30 (g4gt145 ) (y—1)t134 géy—l)t134+32(y—l)t134t145

_ t134 t135  (Y—1)t134 (y—1)t134t1as (y—1)t13s+s2(y—1)t134t145
= 9394 959, 95 95

_ ytiza yt13s+s2(y—1)t134t145+(y—1)t134¢145
= 9394 Y5

t t135+ 2 1)/2)t134t145+ 1)t134t
= g3g) 134gy 135+ ((y—2)(y—1)/2)t134t145+(y—1)t134%145

= g3 gi/t134gyt135+( y(y—1)/2)t134t135

yt134gyt135+82(y)t134t135
5 .

= 039,

Eine analoge Rechnung liefert uns gg = gagd gyt135+s2( Whatis g, negatives .

Yy
Da (g%)% = (g5")* gilt, erhalten wir die gewiinschte Gleichung durch das Potenzieren mit z.
Zusammen mit (%) und (3) ergibt dies dann

y

(@) = (g5)"

_ ( yt134 yt135+82(y)t134t145)
(

yt134 )a: zytizs+zsa(y)tizatias

9394

x xYt134

_ sa(z)ytiza  yt135+xs2(y)ti134tias
= 9394 =)y

[937 94] 95

14
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z xytiza s2(x)yt13ataas+aytizs+rs2(y)tizatias

= 9394 95
Diese Berechnungen und die analoge Berechnungen fiir g3 g3 liefern

z xytiza s2(x)yt13atzas+ryt13s+xse(y)tiz4atias

9397 = 91959, g5 :

x xytosa s2(x)ytaszatzas+rytozs+xse(y)tezatass

9395 = 95959, g5

Wie in den Voriiberlegungen beschrieben, kann man nun die Hall Polynome fiir G2 = (g2, ..., g5)
berechnen

a b _ az a3 a4 a5 bz bg b4 b5
99 = 92793794 95 92793 94 G5
_ a2 a3 bo as _agbatogs as bz by bs
= 927°93792°94 95 95°93° 94 G5
_ _ao+ba a3 asbatazatayg  S2(a3)batasatzastasbatazs+azsa(b2)tizataas agbotoss+as bz by bs
= 9 93794 95 95 ’93°94" 95
_ az+bz az+bs aszbatozstas bzazbotazatsas+bzastsas
= 0> 93 94 95
s2(a3)batazatzas+azbatozs+azsa(bz)t13ataas+asbatoss+as by bs
5 94 95
_ az+bz az+bs asbatazsatas+bs
= g g3 94

gb3a3b2t234t345 +b3astzas+s2(az)batozatzas+azbatozs+azsa(ba)tizatoss+asbatoss+as—+bs
5 .

Die Multiplikation in Gy lasst sich demnach darstellen durch

b b b b
9oz gl ghr . gho 2952@ )...g5f5(a )

mit
fa(a,b) = az+ b,
f3(a,b) = a3+ b3,
fa(a,b) = a4+ by + azbataza,
fs(a,b) = a5+ bs + azbatozs + asbotoss + asbstsss

+agsz(ba)tagatoss + sa(ag)batagatsas + azbabstogatsas.

Diese Multiplikationspolynome erlauben uns die Berechnung der folgenden Potenzierungspoly-

nome fiir Go . .
(957 - g5°)" = 922(a’$) o '955((1@)

mit

kola,z) = fo(ko(a,z —1),a)
= ko(a,x —1)+as

= kz(a, 1) + ($ — 1)a2

= a2,

ks(a,z) = f3(ks(a,z—1),a)
= ks(a,x—1)+as

= k:g(a, 1) + ({E - 1)&3

= zag,

15
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falkata,z — 1),0)
ki(a,z — 1) + aq + ks(a,x — 1)astasy
ks(a,z — 1) + aq + (x — 1)asaatasy

ki(a,z —2) +2a4 + (x — 1 + = — 2)agastasg

rz—1

k4(a, 1) + (56 - 1)a4 + ((x — 1)33 — Zi)a3a2t234
=1
xra4 + SQ(x)a2a3t234,

f5(ks(a,xz — 1))

ks(a,r — 1) + a5 + k3(a, x — 1)astass + ka(a, z — 1)astays

+k4(a,z — 1)agtsss + ks(a, z — 1)sa(az)tazatass

+sa(k3(a, » — 1))astazatass + k3(a, v — 1)azaztozatsss

ks(a,z — 1)+ a5 + (x — 1)agastazs + ((x — 1)as + s2(x — 1)agagtass)atoss
+((z — 1)ag + s2(x — 1)azastazs)astass + (x — 1)agsa(az)tazaloss

+(a§52(az — 1) + (z — 1)s2(ag))agtasatsss + (x — 1)asazastasatsss

ks(a,z —2) + 2a5 + (v — 1 + = + 1)(agastess + asastass + azastsygs)
+(s2(x — 2) + sa(x — 2))(a3astazatoss + azaitasatsss + ajastazatsss)

+(x — 14 @ — 2)(s2(as)astasalsss + azaitasalass + s2(a2)tazalsas)

ks(a,1) 4+ (x — 1)assa(x)(azastass + azastoss + agastsys)
+53(7) (a3astosatoss + asajtozatsss + ajastasatsas)
+59(2)(s2(as)astasatsas + asa3tosatsas + so(az)tasatsas)

xas + sa(x)(agastoss + azastoss + azastsss)
+s9(x)azastaza(toss (22 — 1)ag — 3) + t345((4x + 1)ag — 3)) /6.

Dies erméglicht uns nun die Berechnung der Gleichung fiir g3¢¥. Sie geschieht in zwei Schritten.

r(y) s(y) t(y)

Y
Zunachst betrachten wir das Konjugat ggl in der allgemeinen Form gog5* g, g5~ fiir Poly-
nome r(y), s(y), t(y). Diese bestimmen wir rekursiv mit Hilfe der Polynome fs,..., f5 unter der
Annahme, dass r(y — 1), s(y — 1) und t(y — 1) bekannt seien.

(92)1 =

-1
((g2)""
(g2g§(y—1)gz(y—1)gé(y—1))gl
ggl (g§1 )r(yfl) (gZ1 )s(yfl) (ggl )t(yfl)

929312392124gt125g3( )gz(y—l)tlmg?(T(y—l))t134t345+T(y—1)t135gz(y—l)g;(y—l)tus

gé(y 1)

( t123 ti24 t125

92937794 95 )(93
952(1”(1/ 1))t134t345+7(y— 1)t135+5(y*1)t145+t(y71))
5

)"

r(y— 1)gz(y—1)t134+5(y—1)

140 t123+7(y—1) tioa+r(y—1)t134+s(y—1)
9o 93 94

gt125 +t(y—1)+s2(r(y—1))t134t345+r(y—1)t135+s(y—1)t145+t1247(y—1)t345
5 .
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Wir erhalten folgende Zusammenhénge

r(y — 1) + ti23,
s(y—1)+tioa +r(y — 1)t134,
t(y — 1)+ tias + s2(r(y — 1))tisataas + r(y — 1) (124345 + t135) + s(y — 1)t145.

Das Losen der Rekursion ergibt

r(y) = r(y—1)+ts
= 7(y—2)+ti23 + t123
= T‘(l) + (y — 1)t123
= yt123,
s(y) = s(y—1)+tioa+ (y — 1)t123t134
= s(y—2)+2t1oa+ (y— 1 +y — 2)t123t134
1
= s()+(y—Dbrza+ ((y — Dy — D _i)t12t134
i—1
= ytioa + (y(y — 1)/2)t123t134
= yt12a + s2(y)t123t134,
tly) = tly—1)+tias + (tTa352(y — 1) + (y — 1)s2(t123))t134t345
+(y — D)t123(ti2atsas + tizs) + (y — D)tioatias + s2(y — 1)t123t134t 145
= t(y —2) + 2t195 + (s2(y — 1) + s2(y — 2))ta5t134t345
+(y — 1+ 1y — 2)sa(t123)t134t345 + (y — 1 + y — 2)t123(t124t345 + t135)
+(y — 1+ y — 2)t1oat1a5 + (s2(y — 1) + s2(y — 2))t123t134t 145
= t(1)+ (y — 1)t12s
+(y(y — 1)/2)(s2(t123)t134t345 + t123(t124t345 + t135) + t124%145)
y—1
+(Z s2(1))t123t134(t123t345 + t1as)
i—1
= ytios + s2(y)(s2(t123)t345t 134 + t123 (1248345 + t135) + t12at145)
+53(y)t123t134(t123t345 + t1a5).
Nun erhalten wir durch Anwendung der Polynome ks, ..., ks
Y t R(z,y) S(zy) T(z,
ggt = gl (g5))" = gl (295" g3V gt )" = gl gg gy ) g ) gl )
mit
R(z,y) xr(y) = xyt123,
S(z,y) = xs(y) + s2(x)r(y)tass

= xytioa + xs2(y)ti2stiza + s2(x)yti23tasa,
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Also haben wir die gesuchten Polynome 7; ; ;. berechnet und kénnen die Hall Polynome py, . ..

T(x,y) = wt(y) + s2(@)(r(y)tass + 5(y)tass + r(y)s(y)tzas)

+52($)T(y)t234(t245((2l‘ — 1) — 3) + t345((4$ + 1)T(y) — 3))/6

wie am Anfang beschrieben, bestimmen

a

949

b

a1 as a3 aq as by bz by by bs

91792793794 95 91 92 93 94 G5

a1 az az by as asbitias as bz bz by bs

91792793791 94 Y5 9592° 9394 95
a1 as by a3 asbitizs s2(a3)bit13atzas+aszbitizs+azsa(bi)tizatias as asbitisas as
91 92791 93794 95 91 95 95

bz b3 ba bs
92°93°94 G5

a1+b1 _as asbitiaz a2bitizatazsa(by)tioztiza+sa(a2)bitiastess T(a2,b1) as asbitiza
94 95 93794

91 992793

gsz(as)blt134t345+a351t135+a352(bl)t134t145 a4 _asbitias as bo bz by bs
5

94 95 95999394 g5

a1+b1 as asbitiog a2bitioa+assa(br)tiastiza+sa(az)biti23tass _az azbitizatas
94 93794

g1 99793

T'(a2,b1)+s2(a3)bit134t3a5+azbit13s+ass2(b1)ti3at145+asbitias+as by bz by bs
9s 92793794 95

ai1+b1 _as a2b1t123+a3ga2b1t124+a252(b1)t123t134+52(ag)b1t123t234
4

g1 99793

(agbitioatazsa(b1)tiost13a+s2(a2)bit123t234)astsas ga3b1t134+a4
5 4

T(az2,b1)+s2(a3)bit134t3a5+a3bi1t135+azs2(b1)t134t145+asbitia5+as by bs by by
95 9279394 95

a1+b1 _ao a2b1t123+a3ga2b1t124+a282(bl)t123t134+82(az)b1t123t234+a3b1t134+a4
4

91 9o~ g3

(agbiti2a+azs2(b1)ti23t134+52(a2)bit123t234)azt3a5+T (az,b1)+s2(a3)bit134t345+a3b1t135
5

azs2(b1)ti3at1as+aabitias+as bs bz by bs

Js 92793794 95

a1+b1 _as a2b1t123+a39b2gazb1t124+a282(bl)t123t134+82(a2)b1t123t234+a3b1t134+a4
2 J4

g1 99793

(agbiti2a+azs2(b1)ti23t134+52(az)b1t123t23a+a3biti34+aq)batays
5

g(az bit12a+azs2(b1)t123t134+s2(a2)bi1t123t234)a3t345+T (a2,b1)+s2(a3)bit134t34a5+azbit135
5

azs2(b1)ti3at1as+aabitias+as bs by bs
9s 93794 95

a1+b1 _az+bo a2b1t123+agg(azblt123+a3)b2t234
4

91 9 g3

s2(az2biti23+a3)batazatzas+(azbiti2z+as)batazs+(azbitizz+asz)s2(b2)t2sataas
5

a2bit124+azs2(b1)t123t134+s2(az)b1t123t234+azbit134+a4
4

(a2biti24+azs2(b1)t123t134+52(az)b1t123t23a+a3bit134+a4)batoys
5

g(az bit12a+azs2(b1)t123t134+s2(a2)bi1t123t234)a3t345+T (a2,b1)+s2(a3)bit134t345+azbit135
5

a3s2(b1)ti3at1a5+asbitias+as bs by bs
9s 93794 95

gill +b1 gSQ +b2 g§2 biti23+as

Z(1!12b11t123-l—a3)1)215234-1—11217115124-1-(1282(b1)1t12315134-i-82(OL2)b1t123152.‘54-|-a317125134-&-@4
gg(agblt123+a3)b2t234t345+(a2b1t123+a3)b2t235+(a2b1t123+a3)32(bg)t234t245
géa2b1t124+a252(b1)t123t134+82(a2)blt123t234+a3b1t134+a4)b2t245
géa2b1t124+a282(b1)t123t134+82(a2)b1t123t234)a3t345+T(a2,bl)+82(as)b1t134t345+a3b1t135
gg382(b1)t134t145+a4b1t145+a5 bz by bs

94394 95

a1+b1 az+ba azbitizsz+az+bs
91 9o g3

(a2biti23+a3)batozs+azbitioatazsa(br)t123t134+s2(a2)bit123t234+a3b1t134+aq
4

g(a2 biti23+a3)batazs+asbitiogtazsa(br)ti2ztiza+s2(az)bitizataza+asbitizatas)bstsss
5

s2(agbiti23+as)batosatsas+(azbiti23+asz)batazs+(azbitioz+as)sa(ba)tazatoas
5

» P55
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azbitiza+azs2(br)tizatiza+s2(az)bitizataza+azbitizataq)batays

a2biti24+azs2(b1)t123t13a+s2(a2)b1ti123t234)astz45+T (a2,b1)+s2(a3)bit134t345+azbiti3s

(
95

(
95
azs2(b1)ti3at1astaabitias+as by bs
5 g4 95
a1+b1 az+ba azbiti2z+az+bs3
1 92 93

(agbiti23+a3)batazs+azbitioa+tazsa(br)t123t134+s2(a2)bit123t232+a3b1t134+as+bs

94

g(a2 biti23+a3)batazs+asbitizatazsa(br)ti2ztiza+s2(az)bitizataza+asbitiza+aq)bstsss
5

s2(agbiti23+as)batasatzas+(azbiti23+a3z)batass+(azbitioz+as)sa(b2)tazatoas

= g

azbitiza+azs2(br)tizatiza+s2(az)bitizstaza+azbitizataq)batays

a2biti24+azs2(b1)t123t132a+52(a2)biti123t234)azt345+T (a2,b1)+s2(a3)bit134t345+azbit135

s
g(

5
gassz (b1)t134t145+asbitia5+a5+bs
5 .

Nach Einsetzen von T'(ag,b1) und Auflosen von sa(asbitizs + ag) erhalten wir die im Satz be-

schriebenen Polynome py, ..., ps. Da sich dieses Verfahren sehr gut in GAP [7] realisieren lésst,
kénnen wir diesen letzten Schritt auch mit Hilfe des Computers durchfiihren. Den Code dazu
findet man in [4]. O

Damit haben wir die Multiplikation in 7-Gruppen einer Hirschlénge von héchstens 5 beschrieben.
Fir 7-Gruppen der Hirschldnge n < 5 sind die Multiplikationspolynome genau die Hall Polynome
P1,--.,Pn aus Satz 3.2.1. Die dazugehorige T-Présentation erhélt man aus der in Satz 3.2.1
beschriebenen T-Prisentation durch Streichung von g,+1, ..., gs.

Konsistenz

Es ist zu beachten, dass die Présentation aus Satz 3.2.1 nicht notwendigerweise konsistent ist.
Deshalb ist es das Ziel dieses Abschnitts fiir 7-Gruppen der Hirschldnge von héchstens 5 Be-
dingungen zu formulieren, die eine konsistente T-Prisentation liefern. Zuerst miissen wir reka-
pitulieren wie eine solche Konsistenz {iberhaupt nachzuweisen ist. Da T-Gruppen per Definition
torsionsfrei sind, lasst sich aus [17, Sec. 9.4] und [3, Sec. 2.3] folgender Zusammenhang folgern.

Lemma 3.3.1
Sei G eine T-Gruppe und P eine dazugehdrige T -Prisentation. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) P ist konsistent.

(b) Die Warter auf beiden Seiten der folgenden Gleichungen haben unter Bericksichtigung der
Klammerung dieselbe Normalform

(1) 9r(959:) = (9%9;)9is
(2) (959, i = g,

firi, g,k e{l,....,n} miti<j<k.

19



3.3. Konsistenz Kapitel 3. Eigenschaften von T-Gruppen

Satz 3.3.2
Sei G eine T-Gruppe der Hirschlinge 5 mit T-Sequenz (g1,...,95). Dann haben die nicht-
trivialen Relation dieser T -Prdsentation fiir gewisse t;j;, € Z folgende Form

t123 ti124 t125

P01 = 919205 g g5,
9391 = G19395% g8
9392 = 92939 gB®
9491 = g1949;s 145

9492 = g294Gs 245

9193 = gsg4gt3“"’

Diese Prdsentation ist genau dann konsistent, wenn die t;;, folgende Bedingungen erfiillen:
(a) ti2stzss =0,

(b) ti24t345 + t1astazs = tizatoss.

Beweis:

Damit die gegebene Prasentation konsistent ist, miissen die Bedingungen aus Lemma 3.3.1 erfiillt
sein. Man beachte, dass g5 zentral ist und demnach (g59;)9; = 9;959; = 9;9i95 = (9j9i)g5 fiir
alle 1 <i < j <4 gilt. Das heifst, es reicht die Gleichungen fiir i, j, k € {1,...,4} zu betrachten.
Mit Hilfe der im letzten Abschnitt berechneten Hall Polynome erhalten wir fiir die Bedingung in
Lemma 3.3.1(b)(1)

t345

(9193)92 = 939495** 92

= gogsgy gt
94(g392) = 9492939 g

= gogsgy gl
(9493)1 = 93949591

= gigsgy T gge st
94(9391) = 94919394 g5*°

= gigagy T g st
(9492)1 = 92949581

_ t123 t124+1 t125+t145+t245
= 09192939, gs =’ ° %

t123 t124

94(9291) = 94919295 94" Gt1a5

_ t123 t124+1 ti25+t145+t245+t123t345
= 0§19293 "9y g5'% ;

t234 1235

(9392)1 = 929395 95 01
— glg2g§+t123 92124+t134+t234gé125+t135+t235+t124t345+t145t2347
93(9291) = 93919295 95> G5
— glgzg§+t12395f24+t134+t234gél%+t135+t235+t134t245+t123t134t345+t123t234t345.

Wir stellen fest, dass nur zwei Gleichungen keine Bedingungen an die Wahl der ;5 € Z stellen.

Aus (9492)91 = 94(g291) folgt
(a) t123tzas =0
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und aus (g3g2)g1 = g3(g291) folgt
l1241345 + t1451234 = l134%245 + t12301348345 + L12302348345.
Da beide Gleichungen erfiillt sein miissen, reduziert die erste die zweite zu
(b) t124t345 + t1a5t234 = t134t245.

Es bleibt die Auswertung von Lemma 3.3.1(b)(2). Wir erhalten dabei Folgendes

-1 |
(9493 )93 = g3 9495 93
= 94,
( —1) _ t245
9499 )92 = 929495 92
= 94,
-1 _ t145
(9491 )1 = 9194959
= 94,
-1 _ -1 —t234 t234l245—1235
(9392 )92 = g5 939y PggPteT 20 g,
= 93,
-1 _ -1 —t134 t134t145—t235
(9397 )gr = 91 9395 "*'95
93,
-1 _ -1 —t123 ti123t134—t124
(9291 )1 = 91 9295 94
t123t124t345—t123t 134t 145 —t 05t 1348345 /2—t123t 1348345 / 2+t 128t 135 HE 124t 145 E125
5
= g2_

Diese Gleichungen gelten fiir alle ¢;; € Z und ergeben damit keine neuen Bedingungen. Das
heifst, die gegeben Présentation ist genau dann konsistent, wenn (a) und (b) erfiillt sind. O

Im Folgenden werden wir die zu betrachtenden 7-Gruppen durch eine konsistente 7-Prasentation
beschreiben.
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Kapitel

Klassifikation der 7-Gruppen
vom Typ (2,1,1) und (3,1,1)

In diesem Kapitel klassifizieren wir die Gruppen vom Typ (2,1,1) und vom Typ (3,1,1), indem
wir ihre kanonische Form angeben. Dazu untersuchen wir zuerst die Struktur dieser Gruppen.

Eigenschaften der 7-Gruppen vom Typ (n,1,1)

Das folgende Lemma liefert einige generelle Eigenschaften der Gruppen vom Typ (n,1,1) mit
n > 2.

Lemma 4.1.1
Sei G eine Gruppe vom Typ (n,1,1) und sei C = Cq(I2(Q)) der Zentralisator von Is(G). Dann
gelten folgende Aussagen.

(a) I2(G) ist frei abelsch vom Rang 2.

(b) C st eine vollstindig invariante Untergruppe von G und es gilt G/C = Z.
(c) C hat Nilpotenzklasse hichstens 2 und Io(C) ist entweder gleich I2(G), Is(G) oder {1}.

Beweis:

(a) Die Faktoren I5(G)/I3(G) und I3(G)/{1} = I3(G) sind frei abelsch von Grad 1. Das heift,
I;(G) kann von zwei Elementen erzeugt werden, von denen eines in I3(G) liegt. Da die
Untergruppe I3(G) nach Konstruktion zentral in G ist, ist [2(G) wie gefordert abelsch und
damit frei abelsch vom Rang 2.

(b) Wie bereits in (a) gezeigt, kann I2(G) von zwei Elementen = und y erzeugt werden, wobei
y in I3(G) liegt. Sei ¢ : G — Aut(I2(G)) der natiirliche Homomorphismus, der durch die
Konjugation von Is(G) mit G induziert wird. Da I2(G) nach (a) frei abelsch vom Rang 2 ist,
gilt Aut(l2(G)) = GL(2,Z) beziiglich der Basis {z,y}. Dariiber hinaus wissen wir, dass fiir
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alle g € G 29 = xy®s fiir ein oy € Z und y? = y gilt. Das heift p(g) entspricht der Matrix

u B 1 a4
w(g) = 0 1 :

Demnach ist das Bild von G unter ¢ in der Untergruppe der unipotenten oberen Dreiecks-
matrizen der GL(2,Z) enthalten. Weiter impliziert der Typ von G, dass I2(G) nicht zentral
ist. Damit finden wir Elemente g € G, die nicht mit z kommutieren, fiir die also oy # 0 gilt.
Das bedeutet, dass ¢(G) nicht trivial sein kann. In dem Zentralisator von I>(G) liegen genau
die Elemente aus g, die mit z kommutieren und fiir die M) die Einheitsmatrix ist. Damit
gilt C' = ker(yp). Der Homomorphiesatz liefert uns nun

G/C = Bild(y) = Z.

(¢) Da C eine Untergruppe von G ist und G/C torsionsfrei ist, gilt Io(C) < I>(G). Nehmen
wir nun an, es gelte I3(G) > I2(C) > {1} und [»2(C) # I3(G). Dann sind sowohl I5(C)
als auch I3(G) zyklisch. Das heift, es gibt a,b € G, so dass Io(C) = (a) und I3(G) = (b)
gilt. Da der Schnitt zweier Untergruppen von G nicht leer ist, gibt es ein ¢ € G mit ¢ €
I,(C) N I3(G). Das bedeutet ¢ lasst sich schreiben als ¢ = a™ = b™ fiir gewisse n,m € Z.
Nehmen wir zuerst n, m # 0 an, das heift ¢ sei nicht trivial. Dann folgt o™ € I3(G) und damit
liefert die Isolatoreigenschaft I3(G) C Iy(C), weiter folgt b™ € Io(C) und damit aus der
Isolatoreigenschaft Io(C) C I3(G). Insgesamt folgt I3(G) = I2(C). Da dies ein Widerspruch
zur Annahme ist, folgt n = m = 0 und damit Io(C) N I3(G) = {1}. Also gilt Ix(G) =
I,(C) x I3(G). Das fiihrt zu folgendem Zusammenhang

G, (G)] = [G, (GG, L(C)] =[G, [L(C)] < L(C) N I3(G) = {1}

und liefert, dass I5(G) zentral ist. Dies widerspricht dem Typ von G. Damit ist die Annahme
I5(C) sei nicht aus {[2(G), I3(G),{1}} widerlegt. =

Die 7-Gruppen vom Typ (2,1,1)

4.2.1 Die kanonische Form

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (2,1,1) und sei C = Cg(I2(G)) der Zentralisator von I»(G). Wir
wéhlen eine 7-Sequenz (g1, ..., g4) fiir G, welche folgende Serie induziert

G > C > L(G) > I3(G) > {1}.
Da C' der Zentralisator von Iz(G) ist und C/I2(G) nach Lemma 4.1.1(b) isomorph zu Z ist, hat G

eine T-Prasentation in g1, ..., g4, so dass go und g3 kommutieren. Die nicht-trivialen Relationen
haben folgende Form

9291 = G19295%2 95,
9391 = 19395

(%)

Es gilt t;;, € Z und der Typ von G liefert ti23t134 # 0. Satz 3.3.2 zu Folge ist die Pra-
sentation (%) konsistent. Nach Satz 2.3.5 ist G damit isomorph zu einer 7-Gruppe G(t) mit
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t = (t123,t124,t134) € Z3. Nach Satz 3.2.1 ist die Multiplikation in G(t) gegeben durch die
Hallpolynome p;, ..., ps mit

pi(a,b) ay + by,

p2(a,b) = ag+ by,

p3(a,b) = a3+ bg+tia3a2b1,

pa(a,b) = ag+ by + ti24a2b1 + t134a3b1 + t123t134a252(b1).

Mit Hilfe dieser Polynome wollen wir nun eine kanonische Form fir G(t) und damit fir G
bestimmen. Dies fiihrt uns zu einem der Hauptresultate dieses Kapitels.

Satz 4.2.1
Sei G(t) eine T -Gruppe vom Typ (2,1,1). Es gelten d = ggT(t123,t134) und e € pref((£t124) mod
d). Wir definieren

T3 = |t123],
Tizga = |ti34],
Tioy = (6t124) mod d.

Dann ist G(t) isomorph zu G(T'). Es gilt Cf(t) =T und G(T') ist eine kanonische Form fiir den
Isomorphietyp von G(t).

Beweis:
Sei eine Matrix
mi1 M1z M3 Mi4

Mmoo MM23 M24
M =
0 0 ms33 MM34

0 0 0 maq

mit m;; € Z und mqi,mag, m33, mas € {£1} gegeben. Dann gilt M € GL(4,Z). Sei T =
(T123, Th24, T134) € Z3. Dann korrespondiert eine solche Matrix nach Lemma 3.1.1 genau dann
zu einem Isomorphismus G(T') — G(t), falls die durch M definierten Bilder die Relationen von
G(T) erfiillen. Dies konnen wir mit Hilfe der Hall Polynome tiberpriifen. Im Folgenden bezeichnen
wir die Zeilen von M mit my, ..., my4. Die Erzeugenden von G(T') bezeichnen wir mit gy, .. ., ga.
Da g4 zentral in G(t) ist und (g2, g3, g4) abelsch ist, beziehungsweise gy zentral in G(T') ist und
(g2, g3, ga) abelsch ist, brauchen wir nur die nicht-trivialen Relationen zu untersuchen. Betrachten
wir zuerst die Gleichung

o(g2)e(g1) = @(g1)e(g2)e(g3) "2 p(ga) 121

Nun berechnen wir fiir beide Seiten dieser Gleichung die jeweilige Normalform. Dabei bekommen
wir fiir die linke Seite folgendes Ergebnis

= T m22 M23 M24 111 M12 T13 1TM14

o(g)e(g1) = 9595919/ g5 295" g}

p1(ma,m1) p2(ma,m1) p3(m2,m1)gp4(m27m1)
4

= 0 9o g3

mi1 ,mo2+miz ma3+miz+moamiitiaz

= 91 9 g3

ma4+mis+mosmiitiza+mazmirtiza+maatiaztizamar(mii—1)/2
4 .

Fiir die rechte Seite erhalten wir

mi1 ,mi2 mMi3 Mi14 M22 123 1124

o(q1) (@) p(g3) ()12t = g7 gy gE e gl g 2 g g (g get) s (

may )T124

94
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p1(mi,m2) pa(mi,mz) ps(mi,ma) pa(mi,m2) mgsTioz
9o g 94 93

pry gl
m3aT123+maaT124
94
__pi(mi,m2) pa(mi,ma) p3(mi,ma)+mssTias
= % 92 93
pa(mi,ma)+maqT123+masT124
4
_ mi1  miz+mao2 miz+masz+mazTizs misa+mos+msaTi23+magT124
= g1 9 g3 94 :

Damit haben wir die erste Relation ausgewertet. Nun betrachten wir die zweite Relation und
erhalten folgende Gleichung

o(g3)e(g1) = @(g1)(g3)p(ga) 5.

ey = m33 ,m34 mi1 Mi2 M13 M14

o(g3)p(g1) = 937794791 92 93 94

gfl(m37m1)ggz(m3,m1)g§3 (ms,ml)gidms,ml)

mi1 ,mi12 M33+mi3 ,m3a+mia+mazmiitiza

= 01 92 “93 94
Die rechte Seite ergibt
80(,9_1)(,0(.9_3)@(,9_4)T134 — g7l’n11 ggnmgg@lsgzlmgg%ssgznm (gZ@M )T134

p1(m1,m3) p2(mi,m3) pa(mi,m3) pa(mi,m3s) mgsTi34
g1 92 g3 94 [

p1(m1,m3) p2(mi,m3) pa(mi,m3) ps(mi,m3z)+maaT134
92 g3 9a

_ mi1 ,mi2 M13+m3z mis+maa+maaTizq
= g1 92 “93 0 :

Da die Présentation von G(t) konsistent ist, ist die Normalform eindeutig. Das heifit, die Ex-
ponenten auf den linken Seiten der betrachteten Gleichungen miissen mit denen auf der rechten
Seite iibereinstimmen. Wir erhalten also folgende Zusammenhénge zwischen ¢ und 7'

(1) Tio3mss = t123m11M22,
(2) Ti34mM44 = t134m11m33,
(3) Tigamaa + Tiasmss = tigamiimaz + tizamiimag + tigatizzmiimaz(mir — 1)/2,

= tioamiimeg + t13ami1mas + tizatiazmaz(l — mqp)/2.

Das Ziel dieser Rechnung ist eine Beschreibung der Elemente aus T in den Elementen aus t.
Deshalb werden wir im néchsten Schritt die Elemente aus T auf den linken Seiten isolieren und
gegebenenfalls bereits erfasste Elemente aus T' durch ihre Darstellung in ¢ ersetzen. Dies fiihrt
zu folgenden Gleichungen

(1) Tigs = ti23miimagmas,
(2) Tiza = ti3ami1mazmua,
(3) Tiga = ti2amirmagmag — t123M11M22M33M44M34

+t134(mi1maamas + tiazmaoamaa(l —my1)/2).

Aus der Bedingung m;; € {£1} fiir 1 < i < 4 schliefen wir T193 € {*t123} beziehungsweise
Ti34 € {£t134}. Fiir die kanonische Form wollen wir erreichen, dass beide den positiven Wert
annehmen. Dazu definieren wir S = sign(ti23) und S = sign(ti34). Dann wéhlen wir may und
Mayq als

moy = m11m33Si,

mgs = m11ms3zSo.
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Damit liefern die Gleichungen (1) und (2) die gewtinschte Form fiir Tj93 und T334. Gleichung (3)
verdndert sich dann wie folgt

Tioa = mq15152t124 — m11m335152m3ati23
+(t1235152(1 — ma1)/2 + m33Samas)tiza.

Da ms4 und meos frei wiahlbare Parameter aus Z sind, ergibt Lemma 2.2.1, dass die Summe
ma3Somestise — mi11ms3S1S2omaqatie3 fiir ein beliebiges x € Z den Wert xzd annehmen kann.
Somit hat Gleichung (3) folgende Form

Th124 = m1151S2t124 + t134t12351.52(1 — m11)/2 + 2d.
Indem wir ausnutzen, dass d ein Teiler von t134 ist, konnen wir die Gleichung wie folgt reduzieren
Ti24 = m115159t124 mod d.
Fiir die kanonische Form mochten wir erreichen, dass T124 minimal ist und einen positiven Wert

hat. Dazu wéihlen wir mi; = S1.52e und erhalten fiir T194 die gewiinschte Form (etj24) mod d.
Damit hat G(T) die im Satz geforderte kanonische Form. O

Korollar 4.2.2
Gruppen vom Typ (2,1,1) sind genau dann isomorph, wenn ihre kanonische Form tibereinstimmit.

Damit 16st der Algorithmus aus Satz 4.2.1 das Isomorphieproblem fiir 7-Gruppen des Typs
(2,1,1).

4.2.2 Die Automorphismengruppe

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Automorphismengruppe einer 7-Gruppe vom Typ
(2,1,1) beziiglich ihrer in Satz 4.2.1 bestimmten kanonischen Form. Hierfiir nutzen wir die Er-
kenntnisse aus Lemma 3.1.1.

Satz 4.2.3
Sei G(T') eine T -Gruppe vom Typ (2,1, 1) in ihrer in Satz 4.2.1 beschriebenen kanonischen Form.
Dann korrespondiert ein Automorphismus von G(T') zu einer Matriz der Form

f mi2 M13 Mi4g
0
M= s e G, z)
0 fS may
0 0 S

mit f,s € {£1} und m;; € Z, so dass die Bedingung
ma3 = (s(f — 1)Ti24 + fTi23m3a)/T134 — Tio3s(f — 1)/2 € Z

erfillt ist.

Beweis:
Da ein Automorphismus von G(7') natiirlich insbesondere ein Isomorphismus G(T') — G(T) ist,
haben wir hier den Spezialfall £ = T zu dem Isomorphismus aus dem Beweis von Satz 4.2.1. Das
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bedeutet eine Matrix
mi1 Mmi2 M1z Miq

0  moa2 ma3z Moy
M =
0 0 m33 1M34

0 0 0 mu

mit m;; € Z und mqq, moa, m33, mag € {£1} liegt in GL(4, Z). Eine solche Matrix korrespondiert
nach Lemma 3.1.1 genau dann zu einem Automorphismus von G(7'), falls die durch M definierten
Bilder die Relationen von G(T') erfiillen. Nach den Rechnungen aus dem Beweis von Satz 4.2.1
ist das dquivalent dazu, dass folgende Gleichungen erfiillt sind

(1) Tizzmas = Tiagmiimas,
(2) Tizamay = Tizamiimss,
(3) Thoamuaa +Thasmzs = Tioamiimaz + Tizamaimaz + Ti3aTi2smiimaz(mar — 1) /2,

= Tioamiimae + Tizamiimes + Ti34T123mo2 (1 — myy)/2.

Dieses Gleichungssystem konnen wir umformen zu

(1) Tioz(maz —miimge) = 0,
(2) Tiza(maa —miymsz) = 0,
(3) T124(1 - m11m22m44) = —Tia3myqamsy

+T134(mi1maamas + moomasTh23(1 — my1)/2).

Wir definieren f = mj; und s = may. Dann werden die Gleichungen (1) und (2) genau dann
erfiillt, wenn gilt

m3z = fs,

mas = [fmzz=ffs=s.
Diese Ersetzungen reduzieren Gleichung (3) zu
(x) (1= f)Th2a = —Th23smsa + Tiza(fsmas + Tha3(1 — f)/2).

Nun gilt es die Paare (ma3, m34) € Z% zu bestimmen, die diese Bedingungen erfiillen. Dazu l6sen
wir Gleichung (*) nach dem freien Parameter mog auf und bekommen

ma3 = (s(f — 1)Ti2a + fTi23m34)/T134 — Th23s(f — 1)/2.

Dies ist genau die im Satz geforderte Bedingung. O

Bemerkung 4.2.4
Bei der Interpretation von Satz 4.2.3 muss man folgende Zusammenhdnge beachten.

e Der Typ von G(T') impliziert T134 # 0. Damit ist die Bedingung an ma3 wohldefiniert.

o Die Gleichung fiir mag ldsst sich nach Lemma 2.2.1 und dem Beweis von Satz 4.2.3 darstel-
len als (1— f)Ti24 = kd mit k € Z. Da Bemerkung 2.1.1 impliziert, dass Ti24 € {0, ..., ng}
gilt, folgt f =1 oder Ty24 € {0, 4}.

Da wir fiir die Matrix M aus Satz 4.2.3 ganzzahlige Eintriage fordern, ist die Bedingung an mos
nicht fiir alle may € Z erfiillt. Diesen Zusammenhang wollen wir noch genauer untersuchen.
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Lemma 4.2.5

Seien G(T') und M wie in Satz 4.2.3 und gelte zusdtzlich d = ggT(Tha3, Ti34) = u1Thi23 + u2T134.
Dann sind die Bedingungen mas, msq € Z fir mog = (s(f — 1)T124 + fT123m34)/T134 — Tho3s(f —
1)/2 genau dann erfillt, wenn einer der folgenden Falle eintritt

(a) T124 # % und msq = :L‘T1d34
(b) T124 - 5 und ms34 = Su1 (f 1) + Sledg4

wobei x € 7 beliebig gilt.

Beweis:
Offenbar ist ma3 genau dann ganzzahlig, wenn der Term s(f — 1)T24 + fT123m34 von Ti34 geteilt
wird. Das heift, es muss ein k € Z geben so dass gilt

(1) kT34 = s(f — 1)T124 + fT123m34.

(a) Sei zuerst Tios ¢ {0,4}. Nach Bemerkung 4.2.4 folgt aus Ti24 ¢ {0, 9}, dass f = 1 gelten
muss. Damit entféllt der Summand mit 724 und Gleichung (1) reduziert sich zu
kT134 m Ti23
d M
Diese Gleichung impliziert, dass der Parameter ms3 genau dann ganzzahlig ist, wenn mgy ein
beliebiges Vielfaches von % ist. Sei nun Tj94 = 0. Dann entfallt ebenfalls der Summand
mit 7194 und wir erhalten analog zu dem ersten Fall

T134 T123
k .
- fmga—— yi

Auch diese Gleichung impliziert, dass der Parameter mosg genau dann ganzzahlig ist, wenn
maq4 ein beliebiges Vielfaches von T1d34 ist. Der Wert von f ist hierbei irrelevant. Damit haben
wir (a) abgehandelt.

(b) Sei nun Tioq = g Dann kann f die Werte 1 und —1 annehmen. Fir f = 1 erhalten wir

analog zu (a), dass msy ein beliebiges Vielfaches von % sein muss. Fir f = —1 und
Tiog = % reduziert sich Gleichung (1) zu

Seien uy,us € Z so gewahlt, dass sie die Gleichung d = w1723 + usT34 erfiillen. Sei x € Z
beliebig. Dann sind nach Lemma 2.2.2 alle Moglichkeiten d als Summe von Vielfachen von
Ti23 und 1134 zu beschreiben durch folgende Darstellung gegeben

d (u1 — .CL‘TIM) (UQ =+ .CL‘T123 )T134
< ]_ = (U1 — .’L'Tl3 )T (UQ + xT123 )TT
— s = (su 5 + (su2 + sdeQ )T1d34.

Die letzte Gleichung lésst sich wie folgt umformen

Ti23. T T134. T
—(sug + sx—g?’) 1134 = —s+ (su; — S:L“—;M) 1123.
Damit ist (%) genau dann erfiillt, wenn
Th34
msy = —(su; — sxT)
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T34
= su1 + 53:7

gilt. Da s € {£1} und = € Z beliebig gilt, kann man iiber s:p% jedes beliebige Vielfache

von T1d34 darstellen. Damit gilt insgesamt fur f € {£1}

-1 T
(f2 )+Sxi134

genau wie in (b) gefordert. Damit ist dieses Lemma bewiesen.

maq = Suy

4.2.3 Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die theoretischen Erkenntnisse aus den letzten beiden Abschnitten
auf einige konkrete Gruppen anwenden.

Beispiel 4.2.6
Sei G eine T-Gruppe vom Typ (2,1,1) und es gelte G = G(t) mit ¢t = (—6,7,9). Dann hat G

eine T-Présentation in Erzeugern ¢y ..., g4, deren nicht-triviale Relationen folgende Form haben
G291 = 91929594
g9 = 919397

Nun wollen wir 7" so bestimmen, dass G(T') die in Satz 4.2.1 beschriebene kanonische Form
fiir diesen Isomorphietyp hat. Dazu berechnen wir d = ggT(—6,9) = 3, Tmod 3 = 1 und
(—7) mod 3 = 2. Es gilt Min(1,2) = 1 und damit e = 1. Dies fiihrt zu folgendem Ergebnis fiir T’

Ti23 = |—6 = 6,
Tiza = |9 = 9,
T124 = Tmod3 =

Damit gilt Cf(¢) = (6,9,1) und G besitzt eine T-Prisentation, deren nicht-triviale Relationen
beschrieben sind durch

P01 = 91929594,
9391 = 919395

Betrachten wir nun die Automorphismengruppe von G(T'). Es gilt offenbar Tio4 =1 ¢ {0,3} =
{0, 4} und damit nach Bemerkung 4.2.4 die in Satz 4.2.3 beschriebene Form von M mit f = 1.
Nach Lemma 4.2.5(a) gilt mgq = %x = 3z und nach Satz 4.2.3 gilt mg3 = GmTf”“ = 2z, wobei
x € Z beliebig ist. Damit korrespondiert ein Automorphismus von G(T') zu folgender Matrix

1 *x % *
0 2
M = 5o € GL(4,7),
0 0 s 3z
0 0 0 s

wobei * fiir ein beliebiges Element aus Z steht, s € {+1} und = € Z beliebig gilt.

Betrachten wir nun eine Gruppe, die die Figenschaft hat, dass in ihrer kanonischen Form T4 = g
gilt.
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Beispiel 4.2.7

Sei G = G(t) mit t = (20,6,—16). Nun wollen wir T so bestimmen, dass G(7T') die in Satz
4.2.1 beschriebene kanonische Form fiir diesen Isomorphietyp hat. Dazu berechnen wir d =
ggT(20,—16) = 4, 6 mod 4 = 2 und (—6) mod 4 = 2. Es gilt Min(2,2) =2 = % und damit kann
e sowohl den Wert 1 als auch den Wert —1 annehmen. Das heifst, es gilt

pref((£6) mod 4) = {—1,1}.

Dies ist nach Bemerkung 2.1.1 nur im Fall Ty94 € {0, %} moglich und hat in diesem Typ keine
Auswirkung auf die kanonische Form, wohl aber auf die Automorphismengruppe. Fiir T erhalten
wir demnach

T3 = 20| = 20,
T34 = |— 16| = 16,
T124 = 6mod4d = (—6) mod 4 = 2.

Damit gilt Cf(¢) = (20,16, 2) und G besitzt eine T-Présentation, deren nicht-triviale Relationen
beschrieben sind durch

P01 = 91929393,

B9 = 919395
Betrachten wir nun die Automorphismengruppe von G(T'). Es gilt Th24 = 2 = d/2 und man sieht
leicht, dass die Gleichung d = 4 = 4120 + uz(—16) durch u; = 1 und ug = 1 erfiillt wird. Damit

gilt nach Bemerkung 4.2.4 die in Satz 4.2.3 beschriebenen Form von M mit f € {£1}. Ebenfalls
nach Satz 4.2.3 gilt

mag = (2s(f — 1) + 10s(1 — f) +80fsx)/16 — 10s(f — 1).
Nach Lemma 4.2.5 (b) gilt fiir ein beliebiges y € Z
mas = s(1 — f)/2+4sx=s(1— f)/2+ 4y.

Der Ubersichtlichkeit halber werden wir die Félle f = 1 und f = —1 auf zwei Matrizen aufteilen.
Damit korrespondiert ein Automorphismus von G(T') zu einer der beiden folgenden Matrizen

1 x *x =«
0 5
My = T caL,z)
00 s 4y
00 0 s
oder
-1 * *
0 21s —5
M, = SoLToy € GL(4,7),
0 0 —s —s+4y
0 O 0 s

wobei * fiir ein beliebiges Element aus Z steht, s € {£1} und y € Z beliebig gilt.

Fin Vorteil der kanonischen Form ist die Losung des Isomorphieproblems. Dazu betrachten wir
noch ein kurzes Beispiel.
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Beispiel 4.2.8
Seien die T-Gruppen G, Gy und G3 vom Typ (2,1,1) gegeben. Es gelte G1 = G(t1), G2 = G(t2)
und G3 = G(t3) mit

1 = (12757_18)7
ts = (—12,33,18),
ty = (—12,—7,—18).

Wenn wir mit dem Algorithmus aus Satz 4.2.1 die kanonische Form bestimmen, erhalten wir

Cf(t1) = (12,1,18),
Cf(ty) = (12,3,18),
Cf(t3) = (12,1,18).

Damit sind nach Korollar 4.2.2 G7 und G3 isomorph zueinander und (o ist nicht isomorph zu
den anderen.

Die 7-Gruppen vom Typ (3,1,1)

4.3.1 Die kanonische Form

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (3,1,1) und sei C = Cg(I2(G)) der Zentralisator von I2(G). Wir

wéhlen eine 7T-Sequenz (g1, ..., gs) fiir G, welche folgende Serie verfeinert
G > C > I(G) > I3(G) > {1}.

Nach Lemma 4.1.1(b) beziehungsweise (c) hat die Untergruppe C Hirschlédnge 4 und Nilpotenz-
klasse hochstens 2. Damit impliziert der Typ von C, dass I2(C') entweder zyklisch oder trivial ist.
Nun folgt aus Lemma 4.1.1(c), dass I>(C) € {I3(G),{1}} gilt. Dariiber hinaus enthélt (g3, g4, g5)
die zentrale Untergruppe (g4, g5) und ist demnach abelsch. Damit hat G eine T-Présentation in
Ji,---,9s5, so dass go und g4 beziehungsweise g3 und g4 kommutieren und der Kommutator von
g2 und g3 in (gs) liegt. Die nicht-trivialen Relationen haben folgende Form

G201 = 9192952195,
*) 9391 = 91939{{29?35,

9491 = 919495

9392 = G2g3ge>.

Es gilt t;; € Z und der Typ von G impliziert ¢145 # 0 und entweder t124 # 0 oder t134 # 0. Satz
3.3.2 zu Folge ist die Présentation (x) konsistent. Nach Satz 2.3.5 ist G damit isomorph zu einer
T-Gruppe G(t) mit t = (t124, t125, %134, t135, t145, t235) € 75. Nach Satz 3.2.1 ist die Multiplikation
in G(t) gegeben durch die Hallpolynome py, ..., ps mit

pl(a7 b) = a +bl7
p2(a,b) = ag + by,
p3(a,b) = az+ bs,
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pa(a,b) = ag+ by + t124a2b1 + tiz4a3b1,
ps(a,b) = a5+ bs + tiasa2b1 + tizsasbi + tiasasaby + tazsaszba
+t124t145a252(b1) + tizat1a5a352(b1).
Damit wir mit Hilfe dieser Polynome nun eine kanonische Form fiir G(¢) und damit fiir G be-

stimmen koénnen, brauchen wir noch ein paar technische Hilfsmittel, die wir in den folgenden
Lemmata finden.

Lemma 4.3.1
Es gelte a,b € Z und g = ggT(a,b). Seien ri,r9,u1,us € Z mit

a = ng,

b = rag,

g = wuia-+ ugd,

1 = wuiry + ugrs.

Weiter definieren wir die Menge Ly (a,b) wie folgt

up +xry  —Yre
Ly (a,b) =

Dann gilt (a,b)L = (g,0) fir ein L € GL(2,Z) genau dann, wenn L in der Menge Ly ,(a,b) liegt.

x €L,y € {:I:l}}.

Beweis:
Sel

i 1
L:( M 12)6GL(2,Z)

lo1 oo

mit (a,b)L = (g,0) gegeben. Dann gelten folgende Gleichungen

(1) ali1 + blay = g,
(2) ali2 + blao = 0,
(3) linlea —loloy € {£1}.

Mit Lemma 2.2.2 impliziert Gleichung (1), dass fiir einen Parameter x € Z Iy = u; + xre und
lag = ug — xry gilt. Gleichung (2) ist aquivalent zu g(rili2 + r2lee) = 0 und dies ergibt

—13l22 loo
= T .
(At ™

lig =

Da 71 und 79 nach Konstruktion teilerfremd sind, muss lso ein Vielfaches von r; sein und wir
erhalten loo = yry und l15 = —rglf—f = —yro. Diese Ersetzungen geben der linken Seite von
Gleichung (3) folgende Form

litlog — lialor = (w1 + xra)yry + (u2 — xr1)yre
= y((ur +zro)ry + (ug — xr)ro
= y(uir: + uzra)
= .

Das heift, Gleichung (3) wird genau dann erfiillt, wenn y € {£1} gilt. Damit erfiillt L genau
dann die Bedingungen des Lemmas, wenn es die in L 4(a,b) angegebene Form hat. O
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Lemma 4.3.2
FiraeZ gt

10
Stabgr,2,2)((a,0)) = { ( ) w € Z,e € {il}} .
w e
Beweis:

Dazu betrachten wir X € GL(2,Z) mit

(@,0)= " ) = (a0).
21 T22

Dies fiihrt zu den beiden Gleichungen

aryy = a,

ari2 =
Damit erhalten wir x1; = 1 und x5 = 0. Dariiber hinaus impliziert X € GL(2,7Z), dass die

Determinante in {:l:l} liegt. Das heifst 211299 — X10201 = 22 — 0 = 99 € {:l:l}.
Also hat der gesuchte Stabilisator, wie gewiinscht, die Form

StabGL(z,Z)((avo)) - { ( leu 2 >

Nun kommen wir zur kanonischen Form dieses Typs und damit zu einem der Hauptresultate

weZ,ee{il}}.

dieses Kapitels.

Satz 4.3.3
Sei G(t) eine T-Gruppe vom Typ (3,1,1). Es gelte

a = ggT(t124,t134),

L e Ly, (tiga, tiza),
(I1,12) = (t125.t135) L,
b= ggT(t14s,1235),
c=ggT(l2,a,b),

e1 € pref(+l; mod ¢),
es € pref(£ly mod b).

Wir definieren

Tozs = [tass],

Tus = |tusl,

Tiog = a,

Tize = 0,

Ti3s = (e2lz) mod b,
Tio5 = (e1l1) mod c.

Dann ist G(t) isomorph zu G(T). Es gilt Cf(t) =T und G(T) ist eine kanonische Form fiir den
Isomorphietyp von G(t).
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Beweis:
Sei eine Matrix
mi1p M1z M3 Mi4 M5

Moz MM23 M24 MM25

M= m32 M33 M34 M35

0
0
0 0 0 mga muys
0 0 0 0 mss

mit m;; € Z, Diagonalelementen my1, ma4, mss € {£1} und

My = 722 7 € GL(2,7)
M3z M33

gegeben. Dann gilt M € GL(5,Z). Sei T = (Ti24, Ti25, Ti34, Ti35, T1a5, To35) € Z5. Dann korre-
spondiert eine solche Matrix nach Lemma 3.1.1 genau dann zu einem Isomorphismus G(7T) —
G(t), falls die durch M definierten Bilder die Relationen von G(T') erfiillen. Das kénnen wir
mit Hilfe der Hallpolynome {iberpriifen. Im Folgenden bezeichnen wir die Zeilen von M mit
mi,...,ms und die Erzeugenden von G(T') mit g1, ..., gs. Da g5 zentral in G(t) ist und (g3, g4, g5)
abelsch ist, beziehungsweise g5 zentral in G(T') ist und (g3, ga, g5) abelsch ist, brauchen wir nur
die nicht-trivialen Relationen zu untersuchen. Betrachten wir zuerst die Gleichung

e(ga)e(g1) = e(g1)e(ga)p(gs) .

Nun berechnen wir fiir beide Seiten dieser Gleichung die jeweilige Normalform. Dabei bekommen
wir fiir die linke Seite folgendes Ergebnis
80(9_4)@(9_1) — gT44ggn45 g;nllg;nlzgglIS_an14ggnl5

p1(ma,m1) pa(ma,mi1) p3(ma,mi) p4(m4,m1)gps(m4,m1)
5

= 0 9o g3 94

mil mi2 M3 M44+mia Mas+mis+t145ma4mii

= g1 "9y "G93 "9y 95
Die rechte Seite ergibt
— — - mi1 ,miz2 M13 M14 M5  M44  M45  M551145

(q1)p(ga)p(gs)™ = g™ gy 2 gy e gyt gl gt gl gl

p1(m1,ma) pa(mi,ma) p3(mi,ma) pa(mi,my) ps(m17m4)gm55T145
5

= 9 %5} g3 94 95

p1(m1,mq) p2(mi,mq) pa(mi,myg) p4(m1,m4)gp5(m1,m4)+m55T145
5

= 0 92 g3 94

T
— ginng;mzggnlsgzll4+m44ggn15+m45+m55 145
Damit haben wir eine Relation ausgewertet. Nun betrachten wir die néchste Relation und erhal-
ten folgende Gleichung

To35

p(93)¢(92) = ¢(92)(93)¢(95)

Fir die linke Seite berechnen wir

- 7 m32 133 M34 M35 MM22 1M23 1M24 MM25

0(g3)p(g2) = 95729595 95" 95 ** 93 94" 95

p2(m3,ma) p3(ms,ma2) p4(m3,m2)gp5(m3,m2)
5

= 0> g3 94
g;n32+m22g§n33+m23g£n34+m24ggn35+m25+t235m33m22'
Fir die rechte Seite erhalten wir
— = —\To3s __ mo2 M23 M mos M32 M33 M34 M35, Ms5571
90(92)90(93)90(95) 235 o 2293 2394 24g5 25g2 3293 3394 3495 3595 551235
_ p2(m2,m3) p3(ma2,m3) pa(ma,m3) ps(m2,m3) mssThas
= 4 i a g gz 551235
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p2(m2,m3) pa(mz2,m3) pa(mz2,m3) ps(mz,m3)+mssT23s
g g g5

= g2
moz+mg2 mo3z+m3as  Mod+mas mos+mss+tazsmazmaa+mssTe3s
9o g3 94 g5 :

Als Nachstes betrachten wir die Relation

)T )

Wir beginnen wieder mit der Auswertung der linken Seite

P(92)p(g1) = ¢(g1)p(92)¢(da

m24 M25 M1 M12 M13 M14 M15

o(2)p(g1) = 957959, 95 91" 95" 295 94" 95

p1(ma,m1) p2(ma2,m1) pa(mz,m1) pa(mz,m1) ps(ma,mi)
= 9 2 3 9a 95
mi1 ,me2+mi2 me3+mi3 ma4+mist+maomiitiza+mazmiitiza

g1 " 9s g3 94

mas+mis+tizsmazamii+tizsmazmii+iiasmaamii+tazsmazmiz

95

ti2atiasmazmiy (mi1—1)/24+t134t145mazmr (m11—1)/2
5 .

Fiir die rechte Seite erhalten wir

ma2

92

ma3

93

maq

i

mas

)T124 g

Tios _ mi1 ,mi2 M13 M4 M5
) = 9195295 g1 g
my5\T124 ,m55T125

95 ) 95

mii ,Miz /M13 Mi14 ,M15 M2

= 091 92 “93 "94 G5 "9o
Tr24maq T12amas Tr125ms5
[N Js g5
p1(m1,m2) p2(mi,m2) p3(mi,ma) ps(mi,m2) ps(mi,ma)
= 0 453 g3 [ g5
T124m44 ggl24m45 +T125ms55

94

_pi(mi,m2) pa(mi,m2) p3(mi,m2) pa(mi,ma)+Ti24maq
= 0 92 g3 94
ps(m1,m2)+T124mas+T125M55
5
mi1 , mi2+ma2 mi3+ma3 mig+mag+T124maq

= 91 99 g3 94

m15+mas+tagsmizmaz+Ti2amas+T125M55

9s

©(g1)p(92)¢(da ©(gs

maq

(91

ma3

93

maq

94

mas

95

Als letzte Relation betrachten wir

0(g3)p(g1) = e(g1)e(ga)p(ga) 12 o(gs) 1.

Die linke Seite der Gleichung ergibt

m32 ,m33 Mm34 M35 M1i1 M12 MM13 M14 15

o(B)p(qr) = 9579591 95 91" 95 295" 95" g5

ngl(m37m1)ggz(ms,ml)g:];s(m3,m1)924(m3,m1)g§5(m37m1)

mi1 ,m32+mi2 m33+mi3z m3stmisttizamzamii+tizamsasmai

= 01 92 g3 94
gm35+m15 +ti2smazamii1+tizsmazmii+iiasmaamii+tazsmazmiz
5

ti2at1a5mzamit(mi1—1)/24t134at1a5m3zmi1 (mi1—1)/2

Fiir die rechte Seite erhalten wir
mi1 mi12 mMi13 Mi4 M15 M32 1M33 ,1M34 T35

0(g1)(g3)p(ga)131p(gs) 195 = g gy gyt gy g e gy 2 g gt g1
maq ,ma5\T134 ,m55T135
(95" g5"*°) ** gy

mi1 mi2 Mi13 Mi4 ma33

1 92 793 794 95 92 793

gm44T134 my5T134 ,ms55T135

4 g5 Js

p1(mi1,m3) pa(mi,ms3) ps(ml:ms)gm(ml,m:s)gm(ml,ms)

mi5 132 ms3q

i

ma3s

95

= 0 2 3 4 5
maaT134 ;masT134+ms5T135
dq g5
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p1(m1,m3) p2(mi,m3) pa(mi,m3) pa(mi,m3)+maqT134
9o g3 94

ey gl
ps(m1,m3)+masT13a+ms5T135
5
_ mi11 ,mi2+m32 ,m13+m33  mis+m3a+maaTi3q
= 91 92 g3 94
ggnls+m35+m13m32t235+m45T134+m55T135

Da die Présentation von G(t) konsistent ist, ist die Normalform eindeutig. Das heifit, die Ex-
ponenten auf den linken Seiten der betrachteten Gleichungen miissen mit denen auf der rechten
Seite iibereinstimmen. Wir erhalten demnach folgende Zusammenhénge zwischen ¢t und T

(1) Tigsmss = t145M11M44,

(2) Tazsmss + tagsmazmas = t235Mm22mM33,

(3) Tigamug = maoamiitizg + Mmagmiitiza,

(3) Tizamaa t124m3amay + t1zamazmiy,

(4) togsmaizmag + Thioamas + Tiosmss = tiasmoamin + tizsmozmiy + tiasmagmay
+tagsmazmia + t12atiasmaamii(mi — 1)/2
+t134t1a5mozmyr (mi — 1)/2,

(4)  togsmasmaz + Tisamas + Tissmss =  +tiasmaamar + tizsmszmiy + tiasmsaaman

+tozsmazmiz + tigatiasmaamyr(my; — 1) /2

+tigatiasmszmir(mig — 1)/2.

Das Ziel dieser Rechnung ist eine Beschreibung der Elemente aus 7' in den Elementen aus t.
Deshalb werden wir im néchsten Schritt die Elemente aus T" auf den linken Seiten isolieren und
gegebenenfalls bereits erfasste Elemente aus T durch ihre Darstellung in ¢ ersetzen. Dies fiihrt
zu folgenden Gleichungen

1
2

3

= w
— O O O —

(
(
(
(
(

Thas

T35
T124

t145M11M4aM55,

ta35ms5(M2ama3 — mazmsz),

mi1mas(maostios + mastizs),

mi1maq(maatiog + mastisa),

my1mss(tiasmaz + t135m23) + tassmiss(—mi3mas + maozmiz)
+t1asmss (magmiy + (t12amag 4 t134mas) (1 — ma1)/2)
—Ti24my5ms5

mi1mss(t12smaz + t135mag) + tagsmss(—mizmaz + mazmiz)
+t1asmss (maaman + (t12amag + t134mas) (1 — ma1)/2)
—(maati24 + mastizs)mirmasmssmys,

mi1mss(t12sms2 + t13smas) + tagsmss (—mizmsz + mazmiz)
+t1a5mss(maamir + (t124ms2 + t13ams3) (1 —ma1)/2)
—T134my5ms5

ma1mss(ti2sms2 + t13smss) + tassmss(—mizmas + magmi2)
+t1asmss (maamin + (t12amsz + t1zamas) (1 — ma1)/2)

—(magati24 + mastiza)mi1maamssmys.

Wenn wir nun die Gleichungen (3) und (3) beziehungsweise (4) und (4) genauer untersuchen, stel-
len wir einen Zusammenhang fest. Deshalb werden wir sie im néchsten Schritt als eine Gleichung
betrachten. Dies fiihrt zu folgendem Gleichungssystem
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(1) Tus = l145Mm11M4q4Ms55,

(2) Toss = tag5 det(Mag)miss,

(3) (Th2a,Tiza) = (t124,t130)m11maa My,
(4) (Th2s,Tizs) = (t12s,t13s)maimss Mo,

+t145m55 (24, m3a)man + (124, t134) M (1 — myy) /2)
+t235(—m13, m12)mss M3,
—(t124, t134)m11magmssmas M3,
Aus den Bedingungen m;; € {£1} fir ¢ € {1,4,5} und det(Mag) € {£1}, schliefen wir Th45 €
{%t145} beziehungsweise Thss € {+tess}. Fiir die kanonische Form wollen wir erreichen, dass

beide den positiven Wert annehmen. Dazu definieren wir S3 = sign(t145) und Sy € {£1} mit der
Eigenschaft Sy = sign(tess) fiir den Fall to35 # 0 . Dann wéhlen wir myy4 und mss als

mss — 54 det(MQQ),
mys = M11M5553
= m11535'4 det(MQQ).

Damit liefern die Gleichungen (1) und (2) die gewiinschte Form fiir T145 und Th35. Gleichung (3)
verandert sich dann wie folgt

(Ti24, T134) = (t124,t134) S35y det(Mag) M.

Wir wollen (t124,%134) in die Form (a,0) bringen. Wir suchen ein L € GL(2,Z), so dass diese
Bedingung erfiillt ist. Nach Lemma 4.3.1 hat L genau dann die gewiinschten Eigenschaften, wenn
es in Ly y(t124, t134) liegt. Mit den Notationen aus Lemma 4.3.1 erhalten wir

lo = —tigsyry + t135ym
= y(—tizsr2 + t13571),
i = t125(U1 + SU?“Q) + t135(u2 — :L’?“l)

t125u1 + t12527T2 + t135U2 — 135271

tiosur + tizsug — x(—ti2572 + t13571)
= tiosu1 + tizsuz — xyla.

Als weiteres Hilfsmittel brauchen wir den Stabilisator von (a,0) in GL(2,Z). Dieser hat nach
Lemma 4.3.2 folgende Form

Stabgr(2,z)((a,0)) = { ( i} 2 )

Wir wihlen Mg; als

wEZ,ee{:tl}}.

M, = 838, det(LN)LN
fiir ein N € Stabgr(2,z)((a,0)). Nun rekapitulieren wir, dass fir A € GL(2,Z) und =z € Z
folgender Zusammenhang gilt
det(zA) = zajixzasy — rajaras = x? det(A).
Damit erhalten wir
S3S4det(Mao) ML, = S354det(S35,det(LN)LN)S3S,det(LN)LN
= 5354(535,det(LN))? det(LN)S3Ss det(LN)LN
= S535;4det(LN)S3S,4det(LN)LN
5252 det(LN)?LN
= LN.
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Dies fithrt zu der gewiinschten Form von Tj94 und Ti34.

Es fehlt noch die Auswertung von Gleichung (4). Dazu betrachten wir den Summanden

T
t145(maa, m3a)mi1mss + togs(—mi3, mi2)mss Ma,.

Dieser enthélt moy4, mgq, m13, m2 als freie Parameter und M;‘g € GL(2,Z). Damit folgt aus
Lemma 2.2.1, dass der Summand den Wert (xb, yb) fiir beliebige x,y € Z annimmt. Dies erlaubt
uns Gleichung (4) modulo b in beiden Komponenten zu betrachten. Wir stellen fest, dass mit den
bisherigen Ersetzungen von muy4, mss, Moo und der Beschreibung von N durch die Parameter w
und e Gleichung (4) modulo b sich wie folgt reduzieren lésst

(t125, t135)ma1 Sa det(Mao) M3y — (ti24, t134) S3muas det(Maz) > My,
(t125,t135)M11S3LN — (t124, t134)ma5 det(Ma2) S4LN
mlng(ll, lQ)N — My5Sy det(Mgz)(a, O)
= m1153l1 + m11S3wly — mus det(MQQ)S4a, mi153els
mod b.

(Th25, Th35)

Nun enthélt die erste Komponente den Summanden mq1.S3wly — mys det(Mag)Ssa, wobei w und
mys frei wihlbare Parameter aus Z sind. Nun ergibt Lemma 2.2.1, dass der Summand den Wert
2g¢T (I3, a) fir ein beliebiges z € Z annimmt. An dieser Stelle sieht man, dass die Wahl von
S4 € {£1} keinen Einfluss auf das Ergebnis nimmt. Sei ¢ definiert als ¢ = ggT(ls,a,b). Dann
reduziert sich Gleichung (4) zu

(T125, T135) = (mHSgll mod C, m11S36l2 mod b)

Die Matrix L ist aus der Menge L y(t124,%134) beliebig gewdhlt. Das bedeutet {1 und Iy sind
von x € Z und y € {£1} abhéngig. Also miissen wir tiberpriifen, ob dies eine Auswirkung auf
die kanonische Form hat. Dazu betrachten wir die beiden Ausdriicke aus Gleichung (4). Wir
beginnen mit

Thos5 = m1153(ti2su1 + tizsug — xyla)
= m1153(ti2sur + tizsuz) — my1Sszyls
= mnS3(tizsur + tissug)

modec

und stellen fest, dass der von x abhéngende Summand bei der Reduktion verschwindet.
Danach betrachten wir

Tiss = mnSsely
= mnSse(—tiasyrs + tizsyri)
= mnSsey(—tiasre +t13571)
modb

und stellen fest, dass wir mit y zwar das Vorzeichen verédndern kénnen. Aber da das Produkt
bereits einen freien Parameter aus {£1} enthélt, kann die Wirkung von y neutralisiert werden
und die Wahl von L € L, ,(t124,t134) hat keinen Einfluss auf die kanonische Form.

Damit bleiben als freie Parameter noch mj;,e € {1}, um die zu den minimalen Werten geho-
renden Vorzeichen zu erreichen. Mit den Definitionen fiir e; und ey aus dem Satz wahlen wir
diese als

mi1 = €153,
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e = mi153ey
= e15353e2y
= e1€2y.

Dies fiihrt zu der gewiinschten Form von 7795 und Ti3s. O

Bemerkung 4.3.4
Der Beweis von Satz 4.5.3 impliziert, dass die kanonische Form des Typs (3,1,1) eindeutig ist
und nicht von der Wahl von L abhdngt.

Korollar 4.3.5
Gruppen vom Typ (3,1,1) sind genau dann isomorph, wenn ihre kanonische Form tibereinstimmdt.

Damit 16st der Algorithmus aus Satz 4.3.3 das Isomorphieproblem fiir 7-Gruppen des Typs
(3,1,1).

4.3.2 Die Automorphismengruppe

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Automorphismengruppe einer 7-Gruppe vom Typ
(3,1,1) beziiglich ihrer in Satz 4.3.3 bestimmten kanonischen Form. Hierfiir nutzen wir die Er-
kenntnisse aus Lemma 3.1.1.

Satz 4.3.6
Sei G(T) eine T-Gruppe vom Typ (3,1, 1) in ihrer in Satz 4.5.3 beschriebenen kanonischen Form.
Dann korrespondiert ein Automorphismus von G(T) zu einer Matriz der Form

[ miz miz mig mas
0 s ma3 mags mos
M=| 0 0 m33 m3a ms | €GL(5,7Z)
0 O 0 sf mys
0 0 0 0 s

mit f,s,ms3 € {£1} und m;j € Z, so dass die Bedingungen

ms3s = 1 oder T235 =0
mss = ((sf —ms3)Ti35 — fmi2Toss)/Thas € Z und
mys = (s(f —1)Ti25 + fTigsmas + Togs(magmas — smas) + fTiasmaa) /Ti2a

—|—T145S(1 — f)/2 IS/
erfillt sind.

Beweis:
Da ein Automorphismus von G(7') natiirlich insbesondere ein Isomorphismus G(T") — G(T') ist,
haben wir hier den Spezialfall t = T zu dem Isomorphismus aus dem Beweis von Satz 4.3.3. Das
bedeutet eine Matrix
mi1 M1z M1z Mia Mis

Mgz M3 M24 M25
m3y msz3 m3y mas | € GL(5,Z)

0 0 mus mys

0 0 0 ms5

=
I
o o o o
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mit m;; € Z, Diagonalelementen my1, ma4, mss € {£1} und

liegt in GL(5,Z). Eine solche Matrix korrespondiert nach Lemma 3.1.1 genau dann zu einem
Automorphismus von G(T'), falls die durch M definierten Bilder die Relationen von G(T') erfiillen.
Nach den Rechnungen aus dem Beweis von Satz 4.3.3 ist das &quivalent dazu, dass folgende
Gleichungen erfiillt sind

(1) Tiasmss = Tigsmiimyy,
(2) Tozsmss + Tazsmaozmsz = Thzsmaomas,
(3) Tr24mug = Tiaamaoomyy,
3) 0 = Tizgmzamiy,
(4) Tagsmizmag + Tr2amys + Tiasmss =  Tiasmaomiy + Tizsmagzmat + Tia5meogmyy

+Ta35maogmiz + Ti2aT1asmogmai(my — 1)/2,
(4) Thssmigmas + Tissmss = +Ti95mgzami1 + Tizsmazzmar + Tiasmzama
+To35masmig + TioaTiasmsamai(myp — 1)/2.

Wir rekapitulieren mogmss — maozmsge = det(Maz). Dann kénnen wir dieses Gleichungssystem
umformen zu

(1) Tias(mss — miimay) 0,

(2) Thass(mss — det(Mag)) = 0,

(3) Ti2a(mag —mirmae) = 0,

(3) Tiaamzami = 0,

(4) Trzamas = Tio5(maoamir — mss) + Tizsmazmiy + Tiasmagmay
+To35(mazmiz — migmaz) + Ti24T1a5ma2(1 — m11)/2,

(4) Tusmzami = —Tasmazamiy + Ti35(mss — m3zmai)

+T535(migmga — mazmiz) — Th2aT1asms2(1 — mar) /2.

Wir definieren f = mq; und s = mas. Der Typ fordert Ti24 # 0 und es gilt f # 0. Daher werden
die Gleichungen (3) und (3) genau dann erfiillt, wenn gilt

mys = fs,

m3z2 = 0.

Mit diesen Ersetzungen werden die Gleichungen (1) und (2) genau dann erfiillt, wenn mss den
beiden folgenden Bedingungen geniigt

mss = frma
= [ffs
= s,
ms5 = 833 oder T235:0.

Dies impliziert
ms3 = 1 oder T235 =0

und damit sind die Diagonalelemente von M bestimmt. Kommen wir nun zur Auswertung der
beiden Gleichungen (4) und (4). Mit den bisherigen Ersetzungen haben diese folgende Form
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Tioamys = Thoss(f — 1) + Tiss fmas + Tazs(magmiz — miss) + Thas fmoa
+T124T1455(1 — £)/2,
Tisfmss = Tizs(s —masf) — Tazsmia.

Da mg4 und mys beide freie Parameter aus Z sind, konnen wir diese nun auf einer Seite isolieren
und damit den Automorphismus beschreiben. Wir erhalten die geforderten Bedingungen

mgs = ((sf —ma3)Ti35s — fmi2Ta35)/T145 und
mys = (s(f —1)Th2s + fT135ma3 + Tozs(miamaz — smiz) + fT1asmoa)/Ti24
+T1458(1 — f)/2

Damit haben wir eine allgemeine Beschreibung der Automorphismen. O

Bemerkung 4.3.7
Bei der Interpretation von Satz 4.53.6 muss man folgende Zusammenhdnge beachten.

e Der Typ von G(T) impliziert Tiaq4 # 0 und Ti45 # 0. Damit sind die Bedingungen an mszq
und mys wohldefiniert.

o [s gelte b = ggT(Th45, Tass). Die Gleichung fiir msy ldsst sich nach Lemma 2.2.1 und dem
Beweis von Satz 4.3.6 darstellen als (s — f)T135 = k1b mit ky € Z. Da Bemerkung 2.1.1
impliziert, dass Tys5 € {0, ..., L%J} gilt, gilt f = mass oder Th35 € {0, g}

o [s gelte ¢ = ggT(Tho4, Th35, T145, Toss). Die Gleichung fiir mys lisst sich nach Lemma 2.2.1
und dem Beweis von Satz 4.3.6 darstellen als (f —1)sThi25 = kac mit ko € Z. Da Bemerkung
2.1.1 impliziert, dass Ti25 € {0,..., 5]} gilt, gilt f =1 oder Ti25 € {0, §}.

Da wir fiir die Matrix M aus Satz 4.3.6 ganzzahlige Eintrage fordern, sind die Bedingungen an
mg4 und mys nicht fiir alle mqa, mog, m13, moyg € Z erfiillt. Der Beweis von Satz 4.3.6 liefert dazu
einige Zusammenhénge.

Korollar 4.3.8
Seien die Notationen und Voraussetzungen aus Satz 4.3.6 und Bemerkung 4.3.7 gegeben. Dann
gelten folgende Aussagen.

(a) FEs gilt msy € Z genau dann, wenn entweder
e f =1mg3s und % | mi2 gilt oder
o f=—ma3s, Ti35 € {0, g} und % ’ (2% + fmlg%).

(b) Sei k € 7 S0, dass T135fm23 + T235(m12m23 - 8m13) + T145fm24 = k:ggT(b, T135) gilt. Dann
gilt mys € Z genau dann, wenn entweder

o f=1und B8 | k gilt oder

o f=-1, Tizs €{0,5} und Tizs | (p8ETCTI12) 4 95 Thos )

4.3.3 Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die theoretischen Erkenntnisse aus den letzten beiden Abschnitten
auf einige konkrete Gruppen anwenden.

Beispiel 4.3.9
Sei G =2 G(t) mit t = (12,-17,—-30,95, —24,36). Dann ist G eine T-Gruppe vom Typ (3,1,1)

42



Kapitel 4. Klassifikation der T-Gruppen vom Typ (2,1,1) und (3,1,1) 4.3. Die T-Gruppen vom Typ (3,1,1)

und hat eine T-Prisentation in Erzeugern g¢; ..., gs, so dass go und g4 beziehungsweise g3 und
g4 kommutieren und die nicht-trivialen Relationen folgende Form haben

9291 = 919294129517,
9391 = 19395 95,
g1 = g19495 ",
g3g2 = 9293936-

Nun wollen wir 7" so bestimmen, dass G(T') die in Satz 4.3.3 beschriebene kanonische Form fiir
diesen Isomorphietyp hat. Dazu berechnen wir

= ggT(12,—-30) =6,

6 = 3-12+1-(-30),
12 = 2a,
-30 = -—bha.

Damit hat L, ,(12,—-30) die Form

3—5x 5
Ly (12,-30) = { ( o 2Z >

Nach Bemerkung 4.3.4 ist die kanonische Form unabhéngig von der Wahl von L € L, (12, —30).

Sei also
3 5
L=1Ly = .
1 2

(12, -30) ( i’ z > = (36 — 30,60 — 60) = (6,0).

x €L,y € {il}}.

Es gilt, wie gewiinscht,

Als néchstes berechnen wir (I3,l2), wie in Satz 4.3.3 beschrieben, durch
3 5
(I1,12) = (—17,95) - = (=51 4+ 95, -85+ 190) = (44, 105).

Damit konnen wir nun b und ¢ bestimmen

b = ggT(-24,36) = 12,
c = ggT(105,6,12) = 3.

Des Weiteren gilt 105 mod 12 = 9 und (—105) mod 12 = 3 beziehungsweise 44 mod 3 = 2 und
(—44) mod 3 = 1. Es gilt Min(12,3) = 3 und damit es = —1 beziehungsweise Min(2,1) = 1 und
damit e; = —1.

Dies fithrt zu folgendem Ergebnis fiir T°

Toss = |36] = 36,
Tiys = | — 24| = 24,
Tizg = 6,

Tizg = 0,

Tigs = —105mod12 = 3,
Tio9s = —44mod 3 =
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Damit gilt Cf(t) = (6,1,0,3,24,36) und G besitzt eine T-Présentation, deren nicht-triviale
Relationen beschrieben sind durch

G20 = 91929593,
9391 = 919395,
gag1 = 91949%4,
g3g2 = g2939§6~

Betrachten wir nun die Automorphismengruppe von G(T). Es gilt Ti35 ¢ {0, 12} und Tio5 =
1 ¢ {0, %} Damit gilt nach Bemerkung 4.3.7 die in Satz 4.3.6 beschriebenen Form von M mit
s = f = 1. Ebenfalls nach Satz 4.3.6 gilt mg4 = _3g2“2 = —3"2”2. Da ms4 ganzzahlig werden
muss, folgt analog zu Korollar 4.3.8 fiir ein beliebiges x € Z

mig = 21:,

mss = 3.
Weiter gilt

3masz + 36(mi2mag — mi3) + 24moy
6
ma3 + 6(2xmaz — m13) + 4moy
5 )

my4s =

Da mys5 ebenfalls ganzzahlig werden muss und die beiden hinteren Summanden bereits durch 2
teilbar sind, gilt fiir beliebige y, u,v € Z

mo3z = 2y,

mi3 = U

ma4 = U,

mys = y+ 12zy — 3u + 4v.

Damit korrespondiert ein Automorphismus von G(T") zu folgender Matrix

1 22 uw % *
0 1 2y w *
M=10 0 1 3z * € GL(5,Z),
0 0 0 1 y+12zy—3u+4v
0 0 0 O 1

wobei * fiir ein beliebiges Element aus Z steht und z,y, u,v € Z beliebig gilt.

Betrachten wir nun eine Gruppe, die die Eigenschaft hat, dass in ihrer kanonischen Form 7795 = 0
gilt.

Beispiel 4.3.10
Sei G = G(t) mit t = (—60, 19,42, —23, —14, 21) eine Gruppe vom Typ (3,1,1). Dann hat G eine
T-Prasentation der Form

0291 = 919295 g,
9391 = 919391295 %,
gag1 = 919495 4,
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g3g2 = 92g3g§1~

Nun wollen wir 7" so bestimmen, dass G(T') die in Satz 4.3.3 beschriebene kanonische Form fiir
diesen Isomorphietyp hat. Dazu berechnen wir

a = ggT(—60,42) =6,
6 = 2-(—60)+3-42,
—60 = —10aq,
42 = Ta.

Nach Bemerkung 4.3.4 ist die kanonische Form unabhéngig von der Wahl von L € L, ,(—60, 42).

Sei also
2 -7
L=1Ly; = .
3 —10

Wir berechnen (ly,12), wie in Satz 4.3.3 beschrieben, durch

—7

(I1,1) = (19, —23) ( 2 ) = (38 — 69, —133 + 230) = (—31,97).

Damit konnen wir nun b und ¢ bestimmen

b = goT(-14,21) =71,
c = ggT(97,6,7) =1.

Weiter gilt 97 mod 7 = 6 und (—97) mod 7 = 1 beziehungsweise (—31) mod 1 = 0 und 31 mod

1 = 0. Es gilt Min(6,1) = 1 und damit e = —1 beziehungsweise Min(0,0) = 0 und damit
e; € {£1}.
Dies fiihrt zu folgendem Ergebnis fiir T°

Tozs = |21 = 21,

Tis = | —14] = 14,

T4 = 6,

T = 0,

Ti3s = —97mod 7 1,

T125 = —-31lmodl = 0.

Damit gilt Cf(t) = (6,0,0,1,14,21) und G besitzt eine T-Préisentation, deren nicht-triviale
Relationen beschrieben sind durch

G201 = 919205,
9391 = 919393,
9491 = 91949%47
g3g2 = 92939%1-

Betrachten wir nun die Automorphismengruppe von G(T'). Es gilt T135 = 1 ¢ {0, £} und Tio5 =
0 € {0, %} Damit gilt nach Bemerkung 4.3.7 die in Satz 4.3.6 beschriebenen Form von M mit

s = f. Ebenfalls nach Satz 4.3.6 gilt m3q4 = % = —%mlgf. Da mg34 ganzzahlig werden

muss, folgt analog zu Korollar 4.3.8 fiir ein beliebiges x € Z

mig = 2,
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mgy = —3fx.

Weiter gilt

fm23 + 21(2xm23 — m13f) =+ 14m24f n 14f -1
6 2

fm23 + 42xmog — 21m13f + 14m24f n 14f -1
6 2

—21 14 -1
= 123 ng + m24f + Txmosz + 14fT.

mys =

Da mys ebenfalls ganzzahlig sein muss, erhalten wir die Zusatzgleichung 6y = ma3 — 21mg3 +
14myay4. Dies fiihrt fiir beliebige u, v,y € Z zu folgenden Werten

mis = u,
moy = v,
mos = 6y + 21lu — 14w,

mas = yf+ Tx(6y+21u — 14v) + 7(f — 1).

Damit korrespondiert ein Automorphismus von G(T') zu folgender Matrix

f 2z u * *
0 f 6y+2lu—14v v *
M=10 0 1 —3fx * € GL(5,7Z),
0 0 0 1 yf + 7x(6y + 21u — 14v) + 7(f — 1)
0 0 0 0 f

wobei # fiir ein beliebiges Element aus Z steht, f € {£1} und z,y, u,v € Z beliebig gilt.

Ein Vorteil der kanonischen Form ist die Losung des Isomorphieproblems. Dazu betrachten wir
noch ein kurzes Beispiel.

Beispiel 4.3.11
Seien die T-Gruppen G, G2 und G3 vom Typ (3,1, 1) gegeben. Es gelte G1 = G(t1), G2 = G(t2)
und G3 = G(t3) mit

t1 = (—60,19,42,—23,—14,21),
ts = (12,13,-30,—28,—14,-21),
ts = (—24,-37,—18,11,14, -21).

Wenn wir mit dem Algorithmus aus Satz 4.3.3 die kanonische Form bestimmen, erhalten wir

Cf(t1) = (6,0,0,1,14,21),
Cf(ty) = (6,0,0,2,14,21),
Cf(ts) = (6,0,0,1,14,21).

Damit sind nach Folgerung 4.3.1 G; und G35 isomorph zueinander und (G5 ist nicht isomorph zu
den anderen.
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Kapitel

Klassifikation der 7-Gruppen
vom Typ (2,1,1,1)

) ) 7
Form angeben. Dazu untersuchen wir zuerst die Struktur dieser Gruppen.

In diesem Kapitel klassifizieren wir die Gruppen vom Typ (2,1,1,1), indem wir ihre kanonische

Eigenschaften der 7-Gruppen vom
Typ (2,1,1,1)

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die Isolatorreihe weiter zu untersuchen und zu verfeinern,
um moglichst starke Bedingungen fiir einen Isomorphismus zwischen zwei Gruppen dieses Typs
formulieren zu kénnen.

Lemma 5.1.1
Seit G eine Gruppe vom Typ (2,1,1,1) und sei C = Cq(I3(G)) der Zentralisator von I3(G). Dann
gelten folgende Aussagen.

(a) Die Untergruppe I3(G) ist frei abelsch vom Rang 2.

(b) Durch G > C > I2(G) > I3(G) > I4(G) > Is(G) = {1} wird eine vollstindig invariante
Zentralreihe mit frei abelschen Quotienten vom Rang 1 definiert.

(c) Bs gilt I5(C) € {Ii(G), {1}}.
Beweis:

(a) Die Faktoren I3(G)/I4(G) und I4(G)/{1} = I4(G) sind frei abelsch von Grad 1. Das
heifst, I3(G) kann von zwei Elementen erzeugt werden, von denen eines in der zentralen
Untergruppe I4(G) liegt. Damit ist I3(G) wie gefordert abelsch und somit frei abelsch vom
Rang 2.
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5.2. Die kanonische Form Kapitel 5. Klassifikation der T-Gruppen vom Typ (2,1,1,1)

(b)

Mit I3(G) ist nach Konstruktion auch C vollsténdig invariant. Wie bereits in (a) gezeigt,
kann I3(G) von zwei Elementen x und y erzeugt werden, wobei y in I4(G) liegt. Sei ¢ : G —
Aut(I3(G)) der natiirliche Homomorphismus, der durch die Konjugation von I3(G) mit G
induziert wird. Da I3(G) nach (a) frei abelsch vom Rang 2 ist, gilt Aut([3(G)) = GL(2,Z)
beziiglich der Basis {z,y}. Dariiber hinaus wissen wir, dass fiir alle g € G 29 = zy® fiir
ag € Z und y9 =y gilt. Das heift, ¢(g) entspricht der Matrix

M B 1 a4
wl9) — 0 1 :

Demnach ist das Bild von G unter ¢ in der Untergruppe der unipotenten oberen Drei-
ecksmatrizen der GL(2,Z) enthalten. Weiter impliziert der Typ von G, dass I3(G) nicht
zentral ist. Damit finden wir Elemente ¢ € G, die nicht mit x kommutieren, fiir die also
ay # 0 gilt. Das bedeutet, dass ¢(G) nicht trivial sein kann. Damit ist ¢(G) eine unendlich
zyklische Gruppe. In dem Zentralisator von I3(G) liegen genau die Elemente aus g, die
mit 2 kommutieren und fiir die M) die Einheitsmatrix ist. Damit gilt C' = ker(y). Der
Homomorphiesatz liefert uns nun G/C = Bild(y) = Z. Das bedeutet, dass G/C abelsch
ist und folgende Inklusion gilt

G/C CG/q.

Also gilt G’ C C und demnach I5(G) < C. Des Weiteren hat C' die Hirschlinge 4 und alle
Quotienten der in (b) beschriebenen Reihe sind frei abelsch vom Rang 1.

Da C' < G nach (b) die Hirschldnge 4 hat, ist G vom Typ (4) oder vom Typ (3,1). Im
ersten Fall ist I5(G) = {1} und damit von der im Satz geforderten Form. Im zweiten Fall
ist Io(C') zyklisch. Da G/C torsionsfrei ist, folgt Io(C) < Ix(G). Falls Io(C) N I3(G) = {1}
gilt, erhélt man I5(G) = I2(C) x I3(G). Das fiihrt zu folgendem Zusammenhang

G, I2(G)] = [G, 3(G)][G, L(C)] =[G, [(CO)] < I(C) N I3(G) = {1}

und liefert, dass [2(G) zentral ist. Dies widerspricht dem Typ von G. Damit gibt es ein
nicht-triviales Element in I5(C)NI3(G). Sei I2(C) = (a). Dann gibt es ein n € Z,n # 0 mit
a™ € I3(g) und die Isolatoreigenschaft liefert Io(C) < I3(G). Mit den selben Argumenten
folgt I2(C) < I4(G). Da I4(G) zyklisch ist, liefert der nicht-triviale Schnitt mit I»(C),
zusammen mit der Isolatoreigenschaft, dass I4(G) < I3(C) gilt. Damit folgt die im Satz

geforderte Gleichheit. .

Die kanonische Form

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (2,1,1,1) und sei C = Cg(I3(G)) der Zentralisator von I3(G).
Wir wéhlen eine T-Sequenz (g1, ..., gs) fir G, welche folgende Serie induziert

G > C > L(G) > I3(G) > 14(G) > {1}.

Nach Lemma 5.1.1(b) hat C' Hirschlénge 4. Zusammen mit Lemma 5.1.1 (c) folgt daraus, dass G
eine T-Présentation in g1, ..., gs hat, so dass g» und g4 beziehungsweise g3 und g4 kommutieren
und der Kommutator von go und g3 in (g5) liegt. Die nicht-trivialen Relationen haben damit
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folgende Form

t123 ti124 t125

9291 = 919293794 95

9391 = 919395 g8,
(*) _ t145
9491 = g19495
t235_

g3g2 = g2939;s

Es gilt ;5 € Z und der Typ von G impliziert t123t134t145 # 0. Nach Satz 3.3.2 ist die Prasentation
(%) konsistent. Nach Satz 2.3.5 ist G damit isomorph zu einer 7-Gruppe G(t) mit

t = (t123,t124, t125, t134, t135, t145, t23s) € zZ'.

Nach Satz 3.2.1 ist die Multiplikation in G(t) gegeben durch die Hallpolynome p1, ..., ps mit

P = a1+b,

p2 = a2+ b,

p3 = a3+ bz + tiozasby,

Pa = a4+ by +tiogacby + tizsaszby + tiastizaazsa(br),

ps = as+ bs + tazsagbe + tiasasaby 4 t135a3b1 + tiosasbt + t13atiasa3s2(b1)

+t123tassa2b1b2 + t123tasssa(az)bi + (t123t135 + t124t145)a2s2(b1)
+t123t134t1450253(b1).

Mit Hilfe dieser Polynome wollen wir nun eine kanonische Form fiir G(¢) und damit fiir G
bestimmen. Dies fithrt uns zu einem der Hauptresultate dieses Kapitels. Zur Erinnerung, die
kanonische Dekomposition des ggTs d der Elemente aq,...,as ist so gewéhlt, dass das Tupel
(x1,+-+,xs) € Z° mit a1z1 + ---asxs = d minimal beziiglich der Wohlordnung < auf Z° ist,
siehe Definition 2.2.3.

Satz 5.2.1
Sei G(t) eine T-Gruppe vom Typ (2,1,1,1). Es gelte

o Sy = sign(ti3), So = sign(ti34), S3 = sign(t14s),

o d = ggT(ti23,t134) mit kanonischer Dekomposition d = uy t123 + ug t134,

o p = ggT(t134,ta35) mit kanonischer Dekomposition p = vy ti34 + va tass,

® o = 515253 € {il}.
Wir definieren m = pref((£ti24) mod d) und wdhlen e € ©. Basierend auf dieser Wahl definieren
wir
o ¢; =ey(e) = S153e € {£1},
o N = n(e) = —((6 t124) div d),
o 1 =ci(e) = —S1S3tsun,
o [ = l(e) = nt145t1%,
o g=g(e) = ggT(tisa, tass,l) mit kanonischer Dekomposition g = witizs + watess + wsl,
[ ]
[ ]
(] =k 6) :mt124t2%,

o 0=o(e) = m(tizzn" L — t1p401 ),
o h = h(e) = ggT(t123, t145, t235, k., 0).

Darauf aufbauend definieren wir

Tios = |t123],
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5.2. Die kanonische Form Kapitel 5. Klassifikation der T-Gruppen vom Typ (2,1,1,1)

Tizg = [t134],

Tus = [|tusl,

Tozs = [tass],

Ti24 = (eti24) mod d,

Tiss = (e1tiss +c1) mod g,
Tias = (eat125 + c2) mod h.

Dann ist G(t) isomorph zu G(T). Des Weiteren gelten folgende Aussagen

(a) Im Fall Tyaq ¢ {0, 9} gilt |7| = 1 und e ist eindeutig bestimmt. In diesem Fall gilt Cf(t) =T
und G(T) ist eine kanonische Form fiir den Isomorphietyp von G(t).

(b) Im Fall Tya4 € {0, 2} gilt 7 = {£1}. Wenn dies eintritt, wihlen wir e € © so, dass (eiti35 +
c1) mod g minimal ist und, falls maglich, auch so, dass (eat125+c2) mod h minimal ist. Dann
gilt Cf(t) =T und G(T) ist eine kanonische Form fir den Isomorphietyp von G(t).

Beweis:
Sei eine Matrix
mi1 Mi2 M3 M4 Mis

0 moa ma3 mays mas
M = 0 0  m3g3 m3zs ms3s
0 0 0 myy mys
0 0 0 0  mss

mit m;; € Z und Diagonalelementen m;;, 1 < i < 5 € {£1} gegeben. Dann gilt M € GL(5,Z).
Sei T' = (Tha3, Tho24, Th25, T134, T35, T145, Toss) € 7" . Dann korrespondiert eine solche Matrix nach
Lemma 3.1.1 genau dann zu einem Isomorphismus G(T') — G(t), falls die durch M definierten
Bilder die Relationen von G(T') erfiillen. Das konnen wir mit Hilfe der Hallpolynome tiberprii-
fen. Im Folgenden bezeichnen wir die Zeilen von M mit mq,...,ms und die Erzeugenden von
G(T) mit gi,...,g5. Da g5 zentral in G(t) ist und (g3, g4, 95) abelsch ist, bezichungsweise g5
zentral in G(T) ist und (g3, g4, g5) abelsch ist, brauchen wir nur die nicht-trivialen Relationen zu
untersuchen. Betrachten wir zuerst die Gleichung
p(g)e(g1) = e(g1)e(ga)e(gs) .

Nun berechnen wir fiir beide Seiten dieser Gleichung die jeweilige Normalform. Dabei bekommen
wir fiir die linke Seite folgendes Ergebnis

p(g)e(gr) = 9595 91" 95 295" gy g5

91101 (m4,m1)g§2(m4,m1)g§3(m4,rm)gi4(m4,ml)ggs (ma,m1)

mi1

mi2

92

mi3

93

maa+mia Mas+mis+t145Mmaamil

94 95
Die rechte Seite ergibt

= — —\T _mi1 ,Mi2 Mi13 Mi4 M5 Ma4 M45 T145m55
P(91)e(ga)p(gs) ™ = g1 95295 91" 95" 91" g5 * g5
p1(mi,ma) p2(mi,ma) pa(mi,ma) pa(mi,ma) ps(mi,ma) Tigsmss
= 9 2 3 4 5 9s
__pi(mi,ma) p2(mi,ma) ps(mi,ma) pa(mi,ma) ps(mi,ma)+Trasmss
= 9 92 3 94 5
mi1,mi2 M13  M4a4+mig  Mas+mis+T145ms5

= 91 92 "93 "4 5

Damit haben wir eine Relation ausgewertet. Nun betrachten wir die néchste Relation und erhal-
ten folgende Gleichung

o(33)0(2) = o(32) () (g5) .
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Fir die linke Seite berechnen wir

m33 ,m34 M35 122 M23 1T24 125

e(g3)e(g2) = 9591 95 95 95 95" g3
952 (m3,m2)g§3(m3,m2)gi4(m3,m2)92595(771377%2)
— g£n22 ggﬂ:’,s+m2392134+m24ggn35+m25+t235m33m22 .
Fir die rechte Seite erhalten wir
_ _ \T T
90(92)90(93)90(95) 235 gg%mg§n23gzl24ggn25g§n33g£n34ggn35 gl 235M55

p2(m2,m3) p3(mz,m3) ps(mz,m3) ps(mz2,m3) Thzzsm
P 9 g " 95235 55

p2(ma,m3) p3(ma,m3) pa(mz,m3) ps(ma,m3)+Tezsmss

= g9 93 94 95
_ ma2 Ma3+mag3 mog+m3q mos+m3ss+T235ms5
= 02703 94 95 :

Als Nachstes betrachten wir die Relation

©(g3)e(g1) = e(g1)e(gs)e(ga) 4 p(gs) 1.

Wir beginnen wieder mit der Auswertung der linken Seite

m33 ,Mm34 M35 M1 mi2 M13 Mi4 115

o(@)e(g1) = 95%°94 959" g5 295" 94" " g5

p1(m3z,m1) p2(mz,m1) p3(mz,mi) ps(ms,mi) ps(ms,mi)

= 0 92 g3 9y 95
_ mi1 ,Mi12 ,M33+mi3 Mm3a+mia+tizamszmii
= 01 92 "93 94

m3s5+mis5+tazsmazmiz+tiasmaamii+t13smasmii+t13at145mazmar (mi1—1)/2
5 .

Dann betrachten wir die rechte Seite

mi4 TM15 133

P(g1)e(g3) () " p(g5) 1 = g7 g5 g5 g g5 g5

Myq M45)T134 T135ms5

(9195 g5

__pi(mi1,m3) p2(mi1,m3) pz(mi,m3z) pa(mi,ms) ps(mi,ms)
= 0 99 g3 9q 95
gf1s4m44 T134mys T135ms55

95 95

gp1(mmn3) p2(m1,m3) p3(mi,m3) pa(mi,m3)+T134m44
1 92 93 94

m34 M35

94 " Y95

ps(m1,m3)+T134mas+T135ms55
5
mi1  miz Mi3+mss mia+maa+T134m44

= g1 92 “93 94

mi5+mgs+T134mas+T135Mms55

9s

Als letzte Relation betrachten wir

e(@)p(q1) = e(q1)e(g2)e(ga) 2 o(gs) 120

bl 5 — ma22 MM23 M24 M25 Mi11 ,M12 M13 ,M14 ,M15
e(g2)e(g1) = 95729529595 291 95 295 P95 g5
_pi(m2,m1) pa(me,m1) p3(ma,mi1) pa(ma,mi) ps(ma,mi)
= 0 92 g3 94 95
_ mi11  Ma2+miz ma3+mi3+tiazmaamii
= 91 92 g3

mag+mia+tizamaomii+tizamazmii+ti23tizamasmii(mii—1)/2
4

gm25 +mis+tazsmazmiz+iiasmaamii+tizsmazmii+tizsmazmii
5

gt134t145m23m11 (m11—1)/24t123t235moamiami1+t123t23smi1maz(maz—1)/2
5

(t123t135+t124t145)moomy1 (m11—1)/2+t123¢134t145mo2my1 (m11—1)(m11—-2)/6
5 .
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Fiir die rechte Seite folgt

e(q1)e(R)e(G) " p(ga) " e(g5) > = ¢"'g)

mi1 M1z Mi3 M4 M15 M22 1M23 M24 125

93 "94 95 92 7G93 TGy " 95

m33 1M34 M35 T123 mMa44 M45 T124 T125m55
(9529 g5 ) 1 (g4 g5 *° ) 1 g5
mi1 ,mi12 ,M13 Mi4 ,M15 1M22 1M23 24 125

= 91 92 793 794 95 "9 ""G3 744 " G5

Tr23m33 T123ma34 T123m3s5 T124amaq T124mas5
4 4

93 g 9s g 95

T125m55
95
mi1 ,Mmiz M3 M14 M15 M22 M23 M24 M35

= 91 92 793 7494 95 92 ""9G3 G4 "G5

Ti23ms3 Ti2smga+T124m44

g3 ‘N

gg1z3m35+T124m45+T125m55

p1(mi,mz2) pa(mi,ma) pz(mi,ma) pa(mi,ma) ps(mi,mz)
= 0 2 3 4 5
T123m33 95123mg4+T124m44

93
gglz3m35+T124m45+T125m55
p1(mi,m2) p2(mi,m2) p3(mi,ma)+T123m33
= 0 9o g3
gp4(m1,m2)+T123m34+T124m44
4
gp5(m1,m2)+T123m35+T124m45+T125m55
5
mi1  miz+ma2 miz+maz+T123m33

= 91 92 g3

mig+mag+T123m3s+T124m4g4

94

m15-+mas-+tazsmizmaos+T123m3as+T124mas+1T125M55

9s

Da die Présentation von G(t) konsistent ist, ist die Normalform eindeutig. Das heifit, die Ex-
ponenten auf den linken Seiten der betrachteten Gleichungen miissen mit denen auf der rechten
Seite iibereinstimmen. Wir erhalten also folgende Zusammenhénge zwischen ¢t und T

(1) Tiazmas
(2) Tozsmss
(3) Tiasmss
(4) Tizamay
(5) Tigamag + Ti23may

(6) Tizamuas + Tizsmss

(7)  Ti2amuas + Tiasmss

+ta3smizmas + T123m35

t123m11m22,

to35moamss,

t145M11M44,

t134m11m3s3,

t124maoami1 + t134M23M11
+t123t13amoamir (mir — 1)/2,
togsmgsmiz + tiasmaamir + t13smasmii

+ti3atiasmszmyi(my; — 1)/2,

togsmazmiz + t14smaamian + tizsmagmir + tizsmaamiy
+t13at1asmozmir (mir — 1)/2 + tiastagsmasmiamay
+t123t235m11M22(M22 — 1)/2

+(t123t135 + t124t145)M22mr (M1 — 1)/2

+t123t134t145m22my1 (M1 — 1)(myg — 2)/6.

Das Ziel dieser Rechnung ist eine Beschreibung der Elemente aus 7' in den Elementen aus t.
Deshalb werden wir im néchsten Schritt die Elemente aus T" auf den linken Seiten isolieren und
gegebenenfalls bereits erfasste Elemente aus T durch ihre Darstellung in ¢ ersetzen. Dies fiihrt
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zu folgenden Gleichungen

(1) Ti3 = tizzmiimaoamas,

(2) Togs = tagsmaomazmss,

(3) Tus = tismiimagmss,

(4) Tiza = tizamiimazmyy,

(5) Tioa = tizamiimoamas — t123M11M22M33MA44M34 + t134M44
(t123maa(1 — m11)/2 + mirma3),

(6) Tizs = tizsmiimazmss + tagsm3zmssmiz + t145mM11M34M55
+t134ms5mas(tias(1 — mi1)/2 — mi1mgamys),

(7) Tizs = tiosmaosmiimss + t135mazmiimss + tagsmazmiamss

+l1a5moamaimss + t123lazsmaamiamiimss

+t123t135M22m55(1 — ma1) /2 + t1astagsmarmss (1 — maz) /2

+t124t145M22m55(1 — ma1) /2 4 t13at1a5mo3miss (1 — ma1) /2

—t123t134t145M22ms55(1 — ma1)(2 — m11)/6

—t235maamag — (t123M11M22M33)M55M35

—(t124m11mo2mag — t123M11M22M33M44M34

+t134mag (t123maoz (1 — ma1)/2 + miimas))masmss

= lizsmiimaamss + t135m11m23mss

+ta3smss (Mm12mas — mizmaz)

+l1asmi1meoamss + ti23lazsmiimiamaosmss

+t123M55M11M22M33(M34M 4445 — M35)

—1124M11M221M44MA5 M55

—t134MM011M231M44M 45 M55

+t123t135m22miss (1 — ma1) /2 4 tiagtagsmssmar (1 — mag) /2

+t124t145m55M22(1 — m11) /2 + t13at1a5ms5ma3 (1 — ma1)/2

—t123t134t145M55mM22(1 — m11)/2 — t123t134Ms5M22MAgmys (1 — myy)/2.
Aus der Bedingung m;; € {1} fir 1 < ¢ < 5 schliefen wir Tho3 € {*t123}, Th34 € {Et134}

Tia5 € {£t145} und T134 € {£t134}. Fiir die kanonische Form wollen wir erreichen, dass sie den
positiven Wert annechmen. Dazu wéhlen wir Sy € {£1} mit der Eigenschaft Sy = sign(ta35) fur

den Fall to35 # 0. Dann wéhlen wir mao, ..., ms5 als
moy = 525354,
m33 = m1151525354,
may = 515354,
mss = m115154.

Damit liefern die Gleichungen (1)-(4) die gewiinschten Werte fir Ti23, To3s, T145 und Ti34. Glei-
chung (5) verdndert sich wie folgt

Ti24 = t124m115152 — t1235354m3a + t13451 (t12352(1 — m11)/2 4+ m1153S4ma3).

Unser Ziel ist es T4 in die Form Ti94 = (et124) mod d zu bringen. Dazu stellen wir fest, dass
ma3 und mgy frei wihlbare Parameter in Z sind. Das bedeutet nach Lemma 2.2.1 und Lemma
2.2.2, dass wir mit einer geeigneten Wahl von ms3 und mgy fiir die Summe

(%)  —t1235354m34 + t13451(£12352(1 — m11)/2 + mq1153S4ma3)
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den Wert nggT(t123,t134) = nd erreichen konnen. Dariiber hinaus liefert uns Lemma 2.2.2 jede
mogliche Darstellung von nd in t193 und t134. Seien u; und uy wie im Satz beschrieben und sei
x € Z beliebig. Dann gilt

t t

nd = n((u; — m%)tlgg + (u2 + 371723>t134)
t t

= n(u — ﬂﬁ%)tlz:s + n(uz + x%)th.

Wir setzen dieses Ergebnis mit dem Summanden (x) gleich und stellen fest, dass T24 durch die
Wahl von mq1, mg4 und mog als

m11 = S152¢,
t
mas = —S4S3n(ug — 'I%)v
t
mo3 = 654535271(112 + x%) — 6S154Sgt123(1 — 65152)/2

die gewiinschte Form hat. Mit diesen Ersetzungen wird Gleichung (6) wie folgt beschrieben

Tizs = t1355153e
+t13481455352(1 — S1.52€) /2 — t145u1nS1S3

1134
—t134ma5S4€ 4 taz5m125352 + 7t145n$5153

= tigser + 1
—t134(m45S4e — t1455352<1 — 51526)/2) + t235m125'352 + l:nSng.

Hierbei sind mys, m12 und x frei wahlbare Parameter aus Z. Damit kénnen wir nach Lemma
2.2.1 und Lemma 2.2.2 die Teilsumme

(**) — t134(m45S4e — t1455352(1 — 51526)/2) + t235m125’352 + ll‘Slsg

durch eine geeignete Wahl von mys, mi2 und x als mggT (t134, t2ss, ) = mg beschreiben. Dariiber
hinaus liefert uns Lemma 2.2.2 jede mogliche Darstellung von mg in t134, ta3s und [. Seien wq, wa
und w3 wie im Satz beschrieben und seien y, z € Z beliebig. Dann gilt

t l t l
mg = m((w1 + yﬁ — zvlf)t134 + (UJQ — yiﬁl — ngf)tggg, -+ (w3 + ZB)Z).
p g p g g

Wir setzen dieses Ergebnis mit Summanden (xx) gleich und stellen fest, dass T35 durch die Wahl
von mys, mi2 und x als

t l
mys = S4€(t1455382(1 — 51526)/2) — m(w1 + y% — Z’Ulg),
t l
mio2 = SgSQm(wQ — y% — ZUQ*),
r = S1Ssm(ws + zg)

von der Form Tiss = (eiti3s + ¢1) + mg ist. Damit haben wir Gleichung (6) ausgewertet und
es gilt Ths5 = (e1tiss + ¢1) mod g wie im Satz gefordert. Nun miissen wir noch Gleichung (7)
untersuchen. Diese lésst sich mit allen bisherigen Ersetzungen schreiben als

Th25 = eat125 + 2 — t123M35515452€ + t145M24.5154 — tagsmi3S3e + kySae + oz + f

mit f = 0 mod ggT(t123, t145, t235) und den frei wahlbaren Parametern mss, mag, mys, y, z. Lem-
ma 2.2.1 und Lemma 2.2.2 liefern eine Darstellung von 71795 in der Form 1195 = est125+co mod h,
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wie sie im Satz gefordert wird. Die Wahl von Sy € {1} hat dabei keinen Einfluss auf das Er-
gebnis. Dies vervollsténdigt den Beweis. O

Die kanonische Form beruht unter anderem auf der kanonischen Dekomposition des ggT. Diese
héngt von der gewédhlten Wohlordnung < auf Z™ ab. Zusammen mit dem Beweis von Satz 5.2.1
impliziert dies zusétzlich folgende Ergebnisse.

Korollar 5.2.2

(a) Die kanonische Form des Typs (2,1,1,1) hdangt von der auf Z" gewdhiten Wohlordnung <
ab und ist beziiglich dieser Wohlordnung eindeutig. Wir schreiben deshalb auch T = Cf(t).

(b) Gruppen vom Typ (2,1,1,1) sind genau dann isomorph, wenn ihre kanonische Form beziiglich
<& dbereinstimmdt.

Die Automorphismengruppe

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Automorphismengruppe einer 7-Gruppe vom Typ
(2,1,1,1) beziiglich ihrer in Satz 5.2.1 bestimmten kanonischen Form. Hierfiir nutzen wir die
Erkenntnisse aus Lemma 3.1.1.

Satz 5.3.1
Sei G(T) eine T-Gruppe vom Typ (2,1,1,1) in ihrer in Satz 5.2.1 beschriebenen kanonischen
Form. Dann korrespondiert ein Automorphismus von G(T) zu einer Matriz der Form

mi2 M1z M4 M5

Mo M23  M24  M25
0 fmoy m3y mgs € GL(5,7Z)
0 0  mo mus
0 0 0 fmm

=
Il
c o o o =

mit f,mos € {£1} und m;; € Z, so dass die Bedingungen

mos = 1 oder Thss =0

mo3z = moa((f — 1)Th24 + fT123m34)/T134 — Ti23(f — 1)/2,

mas = maa(fmi2Tess + fmaaTias + Tizs(1 — f)) /T34 + Thas(f — 1) /2,

mas = TizaTiasmaa(f —1)/2 4+ Tizsmaz(1 — f)/2 + Tazsmaaf + (T13aT1asmas(1 — f)/2
+T124T1asma2(1 — f)/2 + T35 fmas + Tozsmiamas
+T145 fmag — Tr2amas — Tazsmaz)/Tio3

erfillt sind.

Beweis:
Da ein Automorphismus von G(7') natiirlich insbesondere ein Isomorphismus G(T') — G(T) ist,
haben wir hier den Spezialfall £ = T zu dem Isomorphismus aus dem Beweis von Satz 4.3.3. Das
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bedeutet eine Matrix
mi1 M2 M3 Mi4 Mis
M22 M23 M24 M25
0  m33 m3s ms3s
0 0 mau mus
0 0 0 mss5

o O o O

mit m;; € Z und Diagonalelementen my;, 1 <i <5 € {£1} liegt in GL(5, Z). Eine solche Matrix
korrespondiert nach Lemma 3.1.1 genau dann zu einem Automorphismus von G(T'), falls die
durch M definierten Bilder die Relationen von G(T') erfiillen. Nach den Rechnungen aus dem
Beweis von Satz 5.2.1 ist das dquivalent dazu, dass folgende Gleichungen erfiillt sind

(1) Thio3ms3 = Tizmi1maa,
(2) To3smss = Thzsmoomss,
(3) Trasmss = Tigsmi1maa,
(4) Tizamag = Tigamiimss,
(5) Tigamaa + Ti23msy = Tiaamaomiy + T134mozmiy

+T123T134m22m11(ma1 — 1)/2,

(6) Tizamas + Tizsmss = Tagsmazmiz + Trasmaamir + Tizsmazmay
+T134T1a5mazmar(mar — 1)/2,

(7) Tr2amas + Tiasmss

+T535magmeg + Ti2smss =  Tagsmagmiz + Tiasmogmar + Tizsmazman

+T125maami1 + Ti23To35mi1maz(mae — 1)/2
+T134T145mae3ma1(may — 1)/2 + Ti23To35moomiamay
+(T123T135 + T124T145)m22ma1(may — 1) /2
+T123T134T145m20m11 (M1 — 1) (ma1 — 2) /6.

Die Gleichungen kénnen wir umformen zu

(1) Tiz(mss —mirmaz) = 0,

(2) Tozs(mss —maoamsz) = 0,

(3) Tias(mss —mirmas) = 0,

(4) Tiza(mag —miymaz) = O,

(6) Ti2a(mag —maoamar) = +Ti3amazmar — T123may
+T123T134m22m 11 (M1 — 1)/2,

(6) Tizs(mss —mazmi1) = Tozsmazmaz + Tiasmasmar — Tizamays,
+T134T145m3zmir(ma — 1)/2,

(7) Tizs(mss —magmar) = Tozsmagmaz + Tiasmogmar + T13smazmiy

+T123T035m11M22(M22 — 1) /2
+T134T1a5magmir (miy — 1)/2 + Tia3To35maozmiamiy
+(T123T135 + T124T145)m22ma1 (may — 1)/2
+T123T134T145m20m11(ma1 — 1) (ma1 — 2)/6
—T124mys — Togsmizmag — T123ms3s.
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Wir definieren f = mj; und rekapitulieren, dass m;; € {£1} fiir 1 <4 < 5 gilt. Dann sind die
Gleichungen (1)-(4) genau dann erfiillt, wenn gilt

m3z = fmao,
mgaqs = M2,
mss = fmoo.

Damit sind die Diagonalelemente von M bestimmt. Kommen wir nun zur Auswertung der Glei-
chungen (5)-(7). Mit den beschriebenen Ersetzungen reduzieren diese sich zu

(1= f)mooTioqa = Ti23T13amaa(1 — f)/2 + Tizafmaz — Tia3mas,
(1 — f)ma2Ti3s5 T134T1asma(1 — f)/2 + Tozsmiz + Tiasmas — Ti34fmas,
0 = Tio3T134T1asmaz(1 — f)/2 + T134T1asmoz(f — 1)/2 + Ti23T135ma2(f —1)/2
+T124T1asman(f — 1)/2 + Tizsmas + Tags frniamaz + Tiasmay
—T24 fmys + Ti23To3smi2 — Togs frniz — T123 fmss.

Nun gilt es die restlichen freien Parameter aus Z zu bestimmen, die diese Bedingungen erfiillen.
Dazu 16sen wir diese Gleichungen nach den freien Parametern mas, my4s beziehungsweise mss auf
und erhalten

mag = maa((f — 1)T124 + fT123m34)/T134 — T123(f — 1)/2,

mas = maa(fmiaTss + fmaaTias + Tizs(1 — f))/Th3a + Tas(f —1)/2,

mas = TizaTiasma(f —1)/2 4 Tizsmaz(1 — f)/2 + Tozsmaaf + (T13aT1asmas(1 — f)/2
+T124T1a5ma2(1 — f)/2 + T35 frmas + Thzsmizmas
+T145 fmag — Tr2amas — Tazsmaz)/Tios.

Dies sind genau die im Satz geforderten Bedingungen. O

Bei der Interpretation von Satz 5.3.1 muss man einige Zusammenhénge beachten. Zuerst stellen
wir Folgendes fest.

Bemerkung 5.3.2

e Der Typ von G(T) impliziert Tia3T134T145 # 0 . Damit sind die Bedingungen an mas, mys
und mss wohldefiniert.

o Es gelte d = ggT(T123,T134) und ¢ = ggT(Tass5,T134, Tha5). Die Gleichungen fiir mos
und mys lassen sich nach Lemma 2.2.1 und dem Beweis von Satz 5.8.1 darstellen als
(1 — f)Ti24 = krd mit kv € Z und (1 — f)Ti35 = kog' mit ke € Z. Da Bemerkung 2.1.1
impliziert, dass Tioa € {0,...,| 2]} gilt, gilt f =1 oder Ti24 € {0, %} und Ti3s | %/.

Des Weiteren gilt es zu beachten, dass die Matrix M aus Satz 5.3.1 nur ganzzahlige Fintrage
enthalten darf. Da die Bedingungen an mss, my5 und mgss nicht unabhéngig voneinander sind,
folgt, dass eine explizite Beschreibung der Losungsmenge nicht so einfach zu geben ist wie bei
den Typen (2,1,1) und (3,1,1).

Bemerkung 5.3.3
Die Menge der Parameter m;j, die den Automorphismus von G(T') beschreiben, entspricht den
Lésungen eines nicht-linearen Gleichungssystems. Wir definieren

M = (mi2,mi3, ma3, Maa, M34, M35, Mas5, M12Ma3) und
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f=1)

V:m22

(2T124 — Th23T134, 2T 135 + T134T 145, Ti23T 134T a5 + Th23T135 + Th24T145).

Dann wird die Menge der Automorphismen von G(T') durch diejenigen m;; beschrieben, welche

das folgende Gleichungssystem ldsen

0 —Th35 Th23T535
0 0 —[Ta3s
—fTiza 0 (f;” T134T145 + T135
0 0 T
M 145 _v

Tioz  —Tias 0
0 0 —T123
0 fT134 —T194
0 0 T35

Insbesondere erhalten wir fiir f = 1 ein homogenes und fir f = —1 ein inhomogenes Gleichungs-

system. Fir den Spezialfall Toss = 0 ergibt sich ein lineares Gleichungssystem, das relativ leicht
zu losen ist.

Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die theoretischen Erkenntnisse aus den letzten beiden Abschnitten
auf einige konkrete Gruppen anwenden.

Beispiel 5.4.1

Sei G = G(t) mit t = (—8,—17,19,—16,8, —12,0). Dann ist G eine T-Gruppe vom Typ (2,1,1,1)
und hat eine T-Présentation in Erzeugern g¢; ..., gs, so dass go und g4 beziehungsweise g3 und
g4 kommutieren. Die nicht-trivialen Relationen haben folgende Form

GR201 = 91920597 957,
9391 = 19395 "°5,
9191 = 910495 7,

gs3gz2 = 92939?-

Da die kanonische Form dieses Typs beziiglich einer Wohlordnung auf Z*® definiert wird, miissen
wir zuerst eine solche festlegen. Wir definieren eine Wohlordnung <« auf Z durch 0 € 1 € 2 <
... < -1« -2« ... und erweitern diese zu einer Wohlordnung auf Z?® lexikographisch.

Nun wollen wir 7" so bestimmen, dass G(T") beziiglich < die in Satz 5.2.1 beschriebene Form fiir
diesen Isomorphietyp hat. Dazu betrachten wir die Sequenz ¢t = ( — 8,—17,19,-16,8,—12,0)
etwas genauer. Bei den fett gedruckten Eintrédgen kann nur das Vorzeichen gedndert werden. In
der kanonischen Form werden sie mit positivem Vorzeichen angegeben. Als Néchstes wird der
zweite Eintrag verédndert. Dazu berechnen wir

d=ggT(-8,—16) =8
mit kanonischer Dekomposition 8 = uj - (—=8) + ug - (—16) =1 (=8) + (—1) - (—16). Damit gilt

T124 = Min(—17 mod 8, —(—17) mod 8) = Min(7,1) = 1.
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Also ist das Vorzeichen e bei dieser Reduktion eindeutig als —1 bestimmt und wir erhalten

n = —(e(=17) div d) = —(17 div 8) = — (178_ 1) =2

Der fiinfte Eintrag aus ¢ wird als Né&chster reduziert. Dazu berechnen wir, wie in Satz 5.2.1
angegeben, folgende Werte

p =ggT(-16,0)
=16
mit kanonischer Dekomposition
16 =wvy-(=16) + vy -0
=(-1)-(=16)+0-0,

er =sign(—8) -sign(—12) -e
=== - (=) =-1,

¢ = —sign(—8) -sign(—12) - (=12) - uy - n
= (1) (1) (-12)-1-(-2)
— —u,

g =ggT(-16,0,1)
= ggT (16,0, —48)
=16
mit kanonischer Dekomposition
16 = wy - (—16) + wa - 0 + w3 - (—48)
=2-(=16)+0-0+4 (—1)-(—48).

Damit erhalten wir folgende Reduktion
T35 = (e1 -84 ¢1) mod g = (—8 — 24) mod 16 = 0.
Zur Reduktion des dritten Eintrags benctigen wir
ea = sign(—8) - sign(—16) - sign(—12)

= —1,

m = —(e1-8+c¢1)divyg
= — (—8—24) div 16

-
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=2,

cy =sign(—16) - ((—=16) -wy -m-uz -n+e- (—17) - w; - m

-8
+61'8-uQ-n+e-8-<d)-wg-n-m)

= sign(—16) - ((—=16) -2-2- (1) - (=2) + (—=1) - (—=17) - 2- 2

= 44,

=2 (16 + 51)
= 134,

h = ggT(-8,—12,0,k,0)
= ggT(-8,—-12,0,0,138)

Daraus ergibt sich folgende Reduktion
Ti95 = (e2- 194 c2) mod h = (=19 + 44) mod 2 = 1.

Zusammenfassend erhalten wir fiir 7' folgendes Ergebnis

Tz = |—§| = 8,
Ty = |- 16] ~ 16,
Ty = |—12 = 12,
Tozs = 0] 0,
Tioa = 17mod8 = 1,
Tiss = —32mod16 = 0,
Tio5 = 25mod 2 = 1.

Damit gilt Cf«(t) = (8,1,1,16,0,12,0) und G besitzt eine T-Présentation, deren nicht-triviale
Relationen beschrieben sind durch

P91 = §192959495,
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g3g1 = 91939416,
9191 = G19495°.

Betrachten wir nun die Automorphismengruppe von G (7). Es gilt Tjo4 = 1 ¢ {0, %} Damit gilt
nach Bemerkung 5.3.2 die in Satz 5.3.1 beschriebenen Form von M mit f = 1. Ebenfalls nach
Satz 5.3.1 gilt ma3 = 8’”314%. Da mo3 ganzzahlig werden muss, folgt fiir ein beliebiges = € Z

m3s = 2'1:7
mo3 = IMM22.
Weiter gilt mys = 12”“1”%’"22 = 24;”12122 = 3“"2”22. Da mys ganzzahlig werden muss, folgt fiir ein
beliebiges y € Z
r = 2y,
mys = 3ymaa.

. _ — 4 — . .. . .
Nun berechnen wir mss = 12m2‘§ M5 — 12m2483ym22 — 3 m248 ym22) Wiy erhalten fiir beliebige
u,z €7

ma4 = U,

mss — 3z.

Damit folgt y = mos(4u — 82) und = = maoa(8u — 162) und ein Automorphismus von G(T')
korrespondiert zu folgender Matrix

1 % * * *
0 1 mo(8u—162) U *
M=] 00 1 mag(16u — 322) 3z € GL(5,7Z),
0 0 0 1 maa(12u — 24z)
0 0 0 0 1

wobei * fiir ein beliebiges Element aus Z steht und u, z € Z beliebig gilt.

Nach Bemerkung 5.2.2 héngt die kanonische Form von der zu Grunde liegenden Wohlordnung auf
Z™ ab. Diesen Umstand wollen wir nun genauer untersuchen. Dazu betrachten wir im folgenden
Beispiel erneut die Gruppe aus Beispiel 5.4.1, aber diesmal unter einer anderen Wohlordnung.

Beispiel 5.4.2

Wir nehmen wieder die Gruppe G = G(t) mit ¢t = (-8, 17,19, —16,8, —12,0). Diesmal wollen
wir die kanonische Form von G unter der durch 0 <* —1 <* =2 <* ... <* 1 <* 2 <* ... auf
Z definierten und lexikographisch auf Z° erweiterten Wohlordnung <* betrachten. Als Erstes
miissen wir herausfinden, an welchen Stellen <* Einfluss auf den Algorithmus nimmt. Dies
geschieht nur bei der kanonischen Dekomposition des ggT. Das bedeutet, dass die ersten beiden
Schritte unverdndert bleiben. Lediglich die Reduktionen zu Tj95 und Ti3s sind betroffen. Wir
erhalten unter <* folgende kanonische Dekompositionen

=8 = wu- (-8 +uz-(-16) = (=1)-(=8) +0-(-16),
p = 16 = v+ (=16)+wv-0 = (=1)-(-16)+0-0,
g = 16 = w-(—16)+wy-04ws-(—48) = (=1)-(=16)+0-0+0- (—48).
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Dadurch verandern sich folgende Konstanten

g = 24,
m = —1,
co = =17,
o = 67,

= 1.

Damit ergeben sich folgende Reduktionen

Tizs = (e1-8 +c)modg = (—8 +24)mod 16 =0,
Tios = (e2-19+cy)modh = (—19—44)mod1=0

und G(T') mit T' = Cf«(t) = (8,1,0,16,0,12,0) ist die kanonische Form fiir G beziiglich <*.
Da die Werte fiir —8 — 24 mod 16 und —8 + 24 mod 16 iibereinstimmen, erhalten wir fiir 1935
beziiglich <* das selbe Ergebnis wie beziiglich <. Der Wert von Tja5 weicht allerdings ab und
wir stellen fest, dass sich die kanonischen Formen von G beziiglich < und <* unterscheiden.

Betrachten wir zum Abschluss dieses Kapitels noch ein Beispiel zum Isomorphieproblem. Grup-
pen dieses Typs mit der am Anfang dieses Kapitels beschriebenen Prasentation konnen nur dann
isomorph zueinander sein, wenn sie sich in den Eintrégen t123, t134, t145 und t145 nur um ein Vor-
zeichen unterscheiden. Demnach kann man Gruppen, die dieses Kriterium nicht erfiillen, auf den
ersten Blick als nicht isomorph erkennen.

Beispiel 5.4.3
Seien die T-Gruppen Gp, G2 und G3 vom Typ (2,1,1,1) gegeben. Es gelte G1 = G(t1), Gy =
G(tg) und G3 = G(tg) mit

t1 = (—15,-31,93,12,31,21,4),
ty = (15,57, —61,—12,83,21,—4),
ts = (15,—37,—53,—12,31,21, —4).

Um mittels der kanonischen Form zu bestimmen, ob diese Gruppen isomorph sind, miissen wir
fiir alle drei Gruppen die kanonische Form beziiglich der selben Wohlordnung berechnen. Dann
sind die Gruppen nach Folgerung 5.2.2 genau dann isomorph, wenn die kanonische Form iiberein-
stimmt. Wir betrachten im Folgenden wieder <, die durch 0 € 1 €2« ... € -1 K€ -2k ...
definierte Wohlordnung auf Z, und erweitern diese zu einer Wohlordnung auf Z¢ lexikographisch.
Wenn wir nun den Algorithmus aus Satz 5.2.1 anwenden, um die kanonische Form zu berechnen,
erhalten wir

Cfe(ty) = (15,1,0,12,1,21,4),
Cfe(tz) = (15,0,0,12,0,21,4),
Cfe(ts) = (15,1,0,12,1,21,4).

Damit sind G; und G3 isomorph zueinander und (5 ist nicht isomorph zu den anderen.
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Kapitel

Klassifikation der 7-Gruppen
vom Typ (2,1,2)

In diesem Kapitel klassifizieren wir die 7-Gruppen vom Typ (2,1, 2) bis auf Isomorphie, indem
wir eine kanonische Form angeben.

Einfiihrung

Ein wichtiges Hilfsmittel bei dieser Klassifikation sind die Matrixgruppen tiber Z. Deshalb un-
tersuchen wir zuerst einige Aspekte der GL(2,7Z). Dazu definieren wir fiir £ € N die Untergruppe

b
Dk:{<a > € GL(2,2) kteiltb}.
c d
Lemma 6.1.1

Mit obiger Definition ist Dy eine Untergruppe von endlichem Index in GL(2,Z). Man bekommit
ein endliches Erzeugendensystem fir die Gruppe Dy, durch die Berechnung der Schreier-Erzeuger
fiir Stabgr,2,2)(Dg - 1), wobei GL(2,Z) auf den Nebenklassen {Dy. - g | g € GL(2,Z)} via Multi-
plikation von rechts operiert.

Beweis:

Fiir k = 1 gilt die Aussage. Sei im Folgenden k > 2. Wir betrachten den kanonischen Homomor-
phismus ¢ : GL(2,Z) — GL(2,Z/kZ). Sei Uy die Untergruppe der unteren Dreiecksmatrizen in
GL(2,Z/kZ). Wir zeigen, dass der Index [GL(2,Z) : Dy] gleich dem Index [GL(2,Z/kZ) : Uy]

und damit endlich ist.

Die Untergruppe Dy, ist das volle Urbild von Uy N Bild(p) unter ¢. Dariiber hinaus ist Kern(¢)
in Dj, enthalten und es gelten folgende Isomorphien

GL(2,Z)/Kern(p) = o(GL(2,Z)) < GL(2,Z/kZ),
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Dy /Kern(y)

©(Dg) < Uy.

Zusammen mit der Endlichkeit von GL(2,Z/kZ) und Uy, folgt daraus fiir gewisse x,y € Z

(1)

(2)

Damit folgt

(GL(2,Z/kZ) : U]

GL(2,Z/kZ)| =
= 2z

Ukl = y-|eo(Dy)|
=Y

|GL(2,Z/kZ)|/|Uk|
(z - [GL(2,Z) : Kern(p)])/(y - [Dy. - Kern()])

> [GL(2,Z) : D).

-|p(GL(2,2))]
-[GL(2,2) : (#)];

- [Dy, : Kern(y)].

[GL(2,Z) : Di][Dy. : Kern(p)]/[Dy : Kern(p)]

Es bleibt zu zeigen, dass x = y gilt. Dazu betrachten wir das folgende Diagramm.

P T
GL(2,Z)
GL(2,7) ©(GL(2,7)) e
2? *i |ZZ|
SL(2,2) ® (SL(2, Z&)
P T
U
Dy ©(Dg) e
2 f * i e |Zl:|
SLDy, ® SLU

Zy = 7/KZ.
v : GL(2,Z) — GL(2,Z/kZ),
X — X mod k.

Uy : Untergruppe der unteren Drei-
ecksmatrizen in GL(2,Z/kZ).

SLDy, < Dy, : Untergruppe der Ele-
mente mit Determinante 1.

SLUy < Uy : Untergruppe der Ele-
mente mit Determinante 1.

{ 1, fallsk=2,
* =

2, sonst.

Die Zusammenhénge ¢(SL(2,Z)) = SL(2,Z/kZ) bezichungsweise ¢(SLDy) = SLU}, scheinen
bekannt zu sein. Der Vollstandigkeit halber geben wir einen kurzen Beweis. Dazu sei

(

Z ) € SL(2, Z/kZ).

Der chinesische Restklassensatz liefert ein & € Z mit ¥ = b mod k und ggT(a,b’) = 1. Damit

existieren x,y € Z mit ax — b’y = 1.

Damit gilt

d = c+y(l—(ad—1V'c)),
d = d+z(1— (ad —V'c)).

b
E<“ )modk
c d

a b
d d

und die Zusammenhénge sind gezeigt.

Nun wéahlen wir
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Das bedeutet fiir den Fall £k = 2, dass « und y beide den Wert 1 haben, also insbesondere
tibereinstimmen. Sei im Folgenden k£ > 2. Wir betrachten den Index [GL(2,Z/kZ) : SL(2,Z/kZ)]
beziehungsweise den Index [U, : SLUj]. Zu jedem Element aus Zj gibt es genau eine Nebenklasse.
Das gilt, weil zwei Matrizen aus GL(2,Z/kZ) genau dann in der selben Nebenklasse liegen,
wenn sie dieselbe Determinante haben und es zu jedem Element aus a € Z* eine Matrix in
GL(2,Z/kZ) mit Determinante a gibt. Daher gelten [GL(2,Z/kZ) : SL(2,Z/kZ] = |Z}| und
Uk : SLUy| = |Z7|. Damit erhalten wir

|Zy| = [GL(2,Z/kZ) : SL(2,Z/k7Z)]
= [GL(2,Z/kZ) : p(GL(2,2))] - [¢(GL(2,2Z)) : SL(2,Z/kZ)]
= [GL(2,Z/kZ) : o(GL(2,2))] - 2,
Zy| = [Ug: SLU]
= [Ux: o(Dp)] - [p(Dy) : SLU]
= [Ux:p(Dy)]-2.

Man bedenke, dass Zj, fiir k > 2 die Untergruppe {£1} enthélt und somit eine gerade Ordnung

hat. Daher gilt t =y = ‘Z—Q’t‘. Insbesondere stimmen z und y fiir alle k£ € N iiberein. O

Der Beweis von Lemma 6.1.1 impliziert, dass man den Index von Dy in GL(2,Z) explizit berech-
nen kann.

Lemma 6.1.2
Sei k = pi{'---pir eine Zerlegung von k in paarweise verschiedene Primfaktoren p1,...,p, mit
e1,...,er € N. Dann gilt folgende Formel

(GL(2,Z) Hp (pi +

Beweis:

Wir bestimmen den Index [GL(2,Z/kZ) : Ug]. Dazu miissen wir die Ordnungen von GL(2,Z/kZ)
und Uy berechnen. Dies erreichen wir schrittweise. Sei zunéchst k = p® fiir eine Primzahl p und
s € N. Dann hat die Ordnung von Ups die Form |Ups| = p(p — 1)2p3=1 Dies zeigen wir mittels
Induktion. Fiir s = 1 gilt p(p — 1)?p?0~1) = p(p — 1)? = |U,| und damit stimmt die Formel. Sei
nun s > 1. Wir betrachten den Epimorphismus

@ : Ups — Ups—1, X — X mod pi L

Dann hat der Kern von ¢ die Form

Kern(e) a 0
ern =
v c d
B a 0
B c d
Damit hat der Kern von ¢ die Ordnung [Kern(p)| = p? - p = p*. Aus Ups—1 = Ups /Kern(p) folgt
nun

a,dmod p* ' =1,cmod p*! = }

a,de{l—l-npsl\Oﬁnﬁp—l},ce{nps1|0§n§p—1}}.

Ups| = [Upor|[[Kern()| = p(p — 1)*p**~2)p® = p(p — 1)?p*C7Y.

Die Ordnung von GL(2,Z/p°Z) erhélt man durch die Formel |GL(2, Z/ps
P

(»* = (* -

)| =
). Dies zeigen wir ebenfalls mittels Induktion. Fiir s = 1 gilt (p? — 1)(p? — ) 4(1-1)
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(p? — 1)(p? — p) = |GL(2,Z/p°Z)| und damit stimmt die Formel. Sei nun s > 1. Wir betrachten
den Epimorphismus

¢ : GL(2,Z/p°Z) — GL(2,Z/p* " 'Z), X — X mod p*~ .

Dann hat der Kern von ¢ die Form

a b
Kern =
@ - {(0)
B a b
B c d
Damit hat der Kern von ¢ die Ordnung |Kern(p)| = p? - p?> = p*. Aus GL(2,Z/p*"'Z) =
GL(2,Z/p°Z)/Kern(yp) folgt nun

a,dmod p* ' =1,b,cmod p* ! = }

a,de{lmflOSngp—l},b,ce{nps1|OSn3p—1}}.

IGL(2,Z/p°Z)| = |GL(2,Z/p* ' Z)||Kern(p)| = (p*—1)(p*—p)p**~2p?® = (p* —1)(p* —p)p" V.

Sei nun k = p{' - - p§" mit paarweise verschiedenen Primfaktoren pi,...,p, und ey,..., e, € N.
Dann gilt Folgendes

GL(2,Z/kZ) = GL(2,Z/p"Z) x --- x GL(2,Z/p* Z),

T

GL(2,z/kz)| = []IGL(2 2/p"Z),
i=1
Up = Uper X+ X Upen,
Ul = 11Ul
i=1

Damit lasst sich der gesuchte Index wie folgt berechnen

|GL(2,Z/kZ| _ TIi_, |GL(2,Z/p{'Z)|

[GL(2,Z/kZ) : Uy =

Uk a [T U]
_ H GL(2,2/p;Z)| H (p? = 1)(p? — pi)p; Y
Uyl =1 Pi(pi—l)Q s
pz 1_1 pz+1
= H 231 —Hp pi
=1 Di pz )

Als weiteres Hilfsmittel definieren wir die Abbildung * : Dy, — GL(2,7Z) via

r oy " x ylk
= (zv —yu) .
u v uk v
Fiir * gelten nachstehende Eigenschaften.

Lemma 6.1.3
Mit den Notationen aus den Voriberlegungen gelten folgende Aussagen.

(a) Fiir alle g € Dy, gilt det(g*) = det(g) € {£1}.

66



Kapitel 6. Klassifikation der T-Gruppen vom Typ (2,1,2) 6.1. Einfiihrung

a 0

(b) Sei k = b/a fir a,b € N mit a | b und sei S = ( 0 b ) Dann gilt fir alle g € Dy die

Formel det(g*)g*S = Sg.

Beweis:

(a) Sei g € Dy, beliebig. Dann gilt

det(¢g*) = det ((a:v — yu) ( uxk: yz/}k‘ >>

= (zv —yu)?(zv — uky/k) = zv — yu
= det(g) € {£1}.

(b) Sei g € Dy, beliebig. Dann gilt

s = (50) (00
B xa yb/k
B uka  vb
_ ra ya
ub  wb
B a 0 Ty
B 0 b U v
= Sg.

O

Betrachten wir nun eine beliebige Matrix L € GL(2,Z). Damit ist L eine Matrix von Rang 2
und ihre Smith-Normalform S hat auf der Diagonalen Eintrdge a,b € N mit der Eigenschaft
a | b. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass Matrizen A, B € GL(2,Z) existieren, fiir die
AS = LB gilt, siehe auch [17, Sec. 8.3].

Lemma 6.1.4
Sei L € GL(2,Z) und S die dazugehdorige Smith-Normalform. Seit € {+1}. Dann gibt es Matri-
zen U,V € GL(2,Z) mit der Eigenschaft

tdet(U)US = LV.

Beweis:
Seien A, B € GL(2,Z) mit AS = LB und sei h € GL(2,Z) definiert als

h:(%lﬁ).

Da sowohl A als auch S Diagonalmatrizen sind, kommutieren sie und es folgt

AS = LB
« (AS)h = (LB)h
< A(Sh) = L(Bh)
— A(hS) = L(Bh)
< (Ah)S = L(Bh)
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Damit bekommen wir die geforderten Matrizen U,V € GL(2,Z) mit tdet(U)US = LV, indem
wir U € {A, Ah} so wihlen, dass det(U) = t erfiillt ist, und indem wir V' € {B, Bh} dazu
entsprechend wéhlen. O

Darauf aufbauend definieren wir nun die Menge
T={(A,B)| A, B e GL(2,Z) mit sign(tje3)det(A)AS = LB}

und betrachten folgenden Zusammenhang.

Lemma 6.1.5
Sei die Menge T wie folgt gegeben

={(Ug",Vyg) | g € Dy}.
Dann qilt T =T".

Beweis:
"T" CT7: Es sind U,V € GL(2,Z) mit der Eigenschaft ¢t det(U)US = LV gegeben. Sei g € Dy,
beliebig. Wir miissen zeigen, dass (Ug*,Vg) die Bedingungen von T erfiillt. Mit Lemma 6.1.3
gilt
tdet(Ug*)Ug*S = tdet(U)det(g*)Ug"S

= tdet(U)U det(g*)g*S

= tdet(U)USyg

= LVyg.

T CT": Essind A, B € GL(2,Z) mit der Eigenschaft ¢t det(A)AS = LB gegeben. Wir miissen
zeigen, dass es ein g € Dy gibt, so dass A = Ug* und B = Vg gilt, wobei U und V wieder
die Bedingung tdet(U)US = LV erfiillen. Da A und U beziehungsweise B und V' in GL(2,Z)
liegen, gibt es g1,92 € GL(2,Z) mit A = Ug; und B = Vgo. Demnach bleibt noch zu zeigen,
dass g2 € Dy, liegt und dass g1 = g5 gilt. Seien g; und go definiert als g1 = (z;) und g2 = (v5)
mit 1 < 4,7 < 2. Dann gilt

LB = tdet(A)AS
< LVg = tdet(Ug1)Ug1S
— LV = tdet(U)det(g1)Ug1Sg;*
— tdet(U)US = tdet(U)det(g1)Ug1Sgy"
= S = det(g1)9159; "
<~

0 0 —
a _ det(gl) 11 212 a Y22 Y12 det(gg)
0 b To1 T2 0 b —Y21 Y11
0 b -
a _ det(gl) 11046 12 Y22 Y12 det(gz)
0 b To1a  To2b —Y21 Y11

a 0 zr11ay22 — T12by21  —x110y12 + T120Y11
= det(g1)det(g2) :
0 b Ta10Y22 — T22by21  —w21ay12 + T22bY11

!

!

Auf diese Weise erhalten wir vier Gleichungen, die den Zusammenhang zwischen ¢; und go
beschreiben. In der rechten Spalte der rechten Seite der Gleichung kommt in beiden Eintrigen
der Wert y12 vor. Danach aufgelést erhalten wir

T — det det T
o = 22¥11 (g1) (QQ)k and yp = 12911,

T21 T11
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Gleichsetzen ergibt nun

T12y11 . _ @22y —det(gy) det(gz) ;.
11 21
oy TL2YL g z22y11—det(g1) det(92)k = 0
Tr11 21
. zi2y11 _ T22y11—det(g1) det(gz) _
k( 11 21 ) =0
det(g1) det(g2)
— 12 _ T22 actlgl) devlg2) _
yll(wn 3321) + x21 =0
AN — det(g1) det(g2)
12221 —X22%11 _
Yy 11221 + 21 =0
N —det(g1) _ det(g1) det(g2)
Yz, - 21
— Y11 = 11 det(gg).

Wenn wir dies Ergebnis nun in die zweite Gleichung fiir y;5 einsetzen, erhalten wir y1o =
x12det(ga)k. Damit liegt go in Dy. Analog kann man nun ys; und yoo bestimmen und erhélt
den gewiinschten Zusammenhang. O

Bevor wir zu der angestrebten kanonischen Form kommen kénnen, brauchen wir noch ein weiteres
Hilfsmittel. Dazu definieren wir fiir a,b,¢ € N mit a | b und k& = b/a die Menge

La,b,¢) = {(z,y) € 22| 0 <z < ggT(a,¢),0 < y < ggT(b,)}.

Dann operiert Dy auf L(a,b,c) via (z,y)g mod (ggT(a,c),ggT (b, c)). Das bedeutet, dass zuerst
mit g von rechts multipliziert wird und dann das Ergebnis in der ersten Komponente modulo
ggT(a,c) und in der zweiten Komponente modulo ggT (b, ¢) reduziert wird. Fiir zwei Elemente
(x1,91), (x2,y2) € (a,b,c) schreiben wir (z1,y1) < (x2,y2), wenn entweder 21 < x9 gilt oder wenn
x1 = z2 und y; < yo gelten. Da L(a, b, c) eine endliche Menge ist, ist die Anzahl der Bahnen
unter der Operation von Dy, auf dieser Menge endlich. Wir definieren O(a, b, ¢) als vollstdndiges
und irredundantes Reprasentantensystem fiir die Bahnen unter dieser Operation, so dass fiir jede
Bahn das minimale Element als Représentant gewahlt wird.

Die kanonische Form

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (2,1,2). Dann hat G die Isolatorreihe
G = Il(G) > IQ(G) > Ig(G) > I4(G) = {1}

mit der Eigenschaft, dass I;(G)/I2(G) frei abelsch vom Rang 2, I2(G)/I3(G) frei abelsch vom
Rang 1 und I3(G)/I14(G) frei abelsch vom Rang 2 ist. Wir wéhlen eine 7-Sequenz (g1, . .., gs) fiir
G, welche diese Reihe verfeinert. Damit ist (g4, g5) zentral in G und G hat eine T-Prisentation
in g1,...,gs, deren nicht-triviale Relationen folgende Form haben

t123 t124 ,ti125
b

9291 = 919293 94 " 95

t134 t135

(%) 9391 = 919394 95

t234 ta3s

9392 = 929394 G5

Es gilt t;5, € Z. Der Typ von G liefert, dass t123 # 0 gilt und dass die ganzzahligen Vektoren
(t134,t135) und (ta3q,t23s) linear unabhéngig sind. Satz 3.3.2 zu Folge ist die Présentation (x)
konsistent. Nach Satz 2.3.5 ist G damit isomorph zu einer 7-Gruppe G(t) mit

t = (t123, t124, 125, t134, 1135, 234, tazs) € Z7.
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Nach Satz 3.2.1 ist die Multiplikation in G(t) gegeben durch die Hallpolynome p;, ..., ps mit

pi(a,b) = a1+ b1,

p2(a,b) = az+ by,

p3(a,b) = a3+ b3+ tiazbias,

pa(a,b) = a4+ by + tio4a2b1 + t134(t12352(b1)az + asbr)

+to34(t123b152(a2) + tiggbiboas + azb),
ps(a,b) = a5+ bs + tiasa2b1 + ti3s(t12352(b1)ag + asby)
+to35(t123b152(az) + ti23bibaas + agha).

Mit Hilfe dieser Polynome wollen wir eine kanonische Form fiir G(¢) und damit fiir G bestimmen.
Dies fiihrt uns zu dem Hauptresultat dieses Kapitels.

Satz 6.2.1
Sei G(t) eine T-Gruppe vom Typ (2,1,2). Wir definieren

t t
- 134tz )
t234 1235
Der Typ von G(t) impliziert den vollen Rang dieser Matrix. Sei S die Smith-Normalform von
L und seien a,b € N die Diagonaleintrige von S mit a | b. Seien U,V € GL(2,Z) mit LV =

sign(ti23) det(U)US. Sei (01,02) der Bahnenreprisentant des Vektors det(U)(t124,t125)V mod
(geT(a,t123), 2gT (b, t123)) in O(a, b, [t123]) unter der Operation von Dy,,. Wir definieren

Tz = |t123],
Tizs = a,
Tizs = 0,
Tozy = 0,
Tozs = b,
Tioa = o1,
Tia5 02

Dann ist G(t) isomorph zu G(T'). Es gilt Cf(t) =T und G(T) ist eine kanonische Form fiir den
Isomorphietyp von G(t).

Beweis:

Betrachten wir zuerst die Forderungen des Satzes. Der Typ von G(t) impliziert, dass die Zeilen
von L linear unabhéngig sind. Damit ist L eine Matrix von Rang 2 und ihre Smith-Normalform
S hat auf der Diagonalen Eintrige a,b € N mit der geforderten Eigenschaft a | b. Aus Lemma
6.1.4 folgt, dass wir Matrizen U,V € GL(2,Z) mit den gewiinschten Eigenschaften finden.

Wenden wir uns nun dem Isomorphieproblem zu. Sei

mi1 M1z | Mi13 | M4 M5

ma1 Ma22 | M23 | 24 125

M = 0 0 | m33|mss ms3s
0 0 0 | mys mys
0 0 0 ms4 MMss
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eine Matrix mit m;; € Z, mgs € {1} und invertierbaren Diagonalblécken

( mir mi2 > 7 ( Maq  M4s ) € GL(2,Z).

m21  M22 Mps4 M55

Dann gilt M € GL(5,Z). Sei T = (T1a3, Th24, Th25, T134, T135, Tos4, Thss) € Z7. Eine solche Matrix
korrespondiert nach Lemma 3.1.1 genau dann zu einem Isomorphismus G(t) — G(T), falls die
durch M definierten Bilder die Relationen von G(t) erfiillen. Das kénnen wir mit Hilfe der
Hallpolynome iiberpriifen. Im Folgenden bezeichnen wir die Zeilen von M mit mq, ..., ms und
die Erzeugenden von G(T) mit g1,...,4g5. Da (g4,95) zentral in G(t), beziehungsweise (g, g5)

zentral in G(T') ist, brauchen wir nur die nicht-trivialen Relationen zu untersuchen. Betrachten
wir zuerst die Gleichung

©(g3)¢(g2) = p(g2)p(g3)0(94)** (g5 )2

Nun berechnen wir fiir beide Seiten dieser Gleichung die jeweilige Normalform. Dabei bekommen
wir fiir die linke Seite folgendes Ergebnis

3,733 4,134 5. M35 5 121 52 M22 52 1M23 - 1M24 5 M25

©(g3)p(g2) = 3" ga"* 5" 1" g2 g3 gu"* gs
QP (ms,mz)g2p2 (MS,mz)ggp3 (m37m2)g4p4(m37m2)g5p5(m3,m2)

= M21 5 M22 5 M33+M23 5 M3a+mag+T13am3z3ma1+T234m33meoz

= 0 g2 ""gs3 94

- m35+mas+T135m3g3ma1+T235m33maz

95
Die rechte Seite ergibt
0(92)0(93)0(92)*40(g5)155 = 1™ G222 g5 gy g5 ™20 g3 Gy g5
(§4m44 §5m45 )t234 (g4m54 g5m55 )t235
= GM (mz,m3)§2p2 (mz,ms)g?’ps (mz,mg)g—4p4(mg,m3)g—5p5(m2,m3)
§4t234m44 j5t234m45 §4t235m54 g5t235m55

— p1(ma,m3) ~ pa(ma,m3) — p3(ma,m3) = pa(ma,m3) — ps(ma,m
_ glm( 2 3)92102( 2 3)93p3( 2 3)94;04( 2 3)95105( 2,m3)
§4t234m44 +t235m54 §5t234m45 +tazsmss
— p1(ma,m3) ~ p2(ma,ms3) ~ ma,m
_ g1p1( 2 3)g2p2( 2 3)93}73( 2,Mm3)

ma,m3)+tagamaq+tozsmsa (ma2,m3)+tazamas+tazsmss

— 4 _
GaP ( G5
= M21 5 M22 5 M23+M33

= g1 792 703

5 M24+mza+iazamaa+tazsmsa 5 Mmas+m3as+tazamas+iazsmss

94 95

Als nachste Relation untersuchen wir

©(g3)e(g1) = v(91)e(g3)0(g4)" > ©(g5) 1.

Fiir die linke Seite der Gleichung erhalten wir
90(93)90(91) — g—3m33g—4m34g—5m35g—1m11g—2m12g—3m13g—4ml4g—5ml5
QP (m37m1)g—2p2 (m:s,ml)g—3p3(m37m1)g—4p4(m3,ml)g—5p5(m3,m1)

= M11 ;- M12 5 M33+M13 & M34+mia+T134m3z3mi1+T234m33m12

= 01 92 g3 94

— mgs+mis+T135m33mi1+Ta35m33miz

gs

Auf der rechten Seite berechnen wir

. M1 5,112 5,113 5 14 5 15 5133 5 134 5 T35

@(91)p(g3)p(92)134p(g5) 1% = @™ ™12 g8 gy g5 g3 gy g
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(g4m4495m45 )t134 (g4m54g5m55 )t135

— glpl(ml,m3)gzpz(m1um3)ggp3(m1,ms)g4p4(m17m3) p5(m1,m3)
g’4t134m44g5t134m45g t135ms54 §5t135m55

= " (m1 ,m3)92p2 (ml,m3)gsp3 (m17m3) p4(m17m3) ps(ml,m3)

g—4t134m44+t135m54g—5t134m45+t135m55
— mi,m mi,ms3) — mi,m
_ glm( 1 3)g2p2( 1 3)931’3( 1,m3)

g4p4(m1,m3)+t134m44+t135m54 ps(m1,m3)+t13amas+t135mss

g5
— g, M1l 5 M2 5 M13+M33

= g1 92 743
g—4m14+m34+t134M44+t135m54 mis5+mas+ti3amas+ti13smss

g5
Zuletzt miissen wir noch folgende Relation untersuchen

e(g2)0(g1) = p(91)e(g2)0(g3) "% (g4) 1> p(g5)"%.

Wir beginnen wieder mit der linken Seite der Gleichung

ma22 ma23 maa mi1 mi2 mi3 mia mis

g3 95" " g2 g3 g "4 gs
9—2172( g—3p3(m27ml) 4p4(m2,m1) ps(ma2,m1)
g—2m22+m12g—3m23+m13+T123m22m11

mag+mia+Ti2amaomi1+T134T123moem11(m11—1)/2+T134ma3zmi1

g4

ma,m1)

e(g2)p(g1) = a"'g

= g (m2,ma1)

m21+mi1

= 0
g4

= To34T123m11ma2(maz—1)/24+Te34T123me2mi1mi2+T234m23mi2

94

= mas+mi5+Ti2smoami1+T135T123maamy1(m11—1)/2+T135ma23mi1

g5

= Ta3sT123m11maz(maz2—1)/24Te35T123me2mi1mi2+T235m23mi2

g5

Nun berechnen wir die rechte Seite

mii1 mi2 mi13 mi4 mis ma1 ma2 ma23 ma24 mas

0(ga) 4 p(g5)120 = 1M Ge™12 G5B gy 4 g5 gy 2 G122 3723 gy 24 i

(93m3394m34g5m35)t123 (g4m44g mas )t124 (94771549 mss5 )t125

— glpl (ma 7m2)92p2 (m1,m2) 3;03 (ma ,m2)g4p4 (m1 ,m2)g5p5 (m1,mz2)

- t123m33 5 t123M34 5
g3 g4 g

t123m35 5 t124Ma4 - t124Mm4s
5 94 95

- t125M54 5 t125M55
94 g5
_ mi,ma 2(1m1,m2 mi1,m2) ~ pa(mi,mz) - ps(mi,ma
glpl( 1, ) p ( 1 ) p3( ) )g4p ( ) )g5po( ) )
t123m33 g—4t123m34+t124m44+t125m54 - t123m3s+ti124mas+ii25Mmss

g5

pl(mhmz) p2(m17m2) p3(m17m2)+t123m33

g3
=
g4

gs
mi1+mea1 5 mi2+mo2 5 mi3+mesz+T123mi2me1+ti23mss

= q1 g2 g3

g—4m14+m24+T124m12m21+T134T123m12m21 (m21—1)/2+Ti34mi13ma1

g4

g—4t123m34+t124m44+t125m54

pa(my ,m2)+t123m34 +t124m44 +t125M54

p5(m1,ma)+t123m3s+ti24mas+ti25mss

To34T123mo1mi2(mi2—1)/2+T234T123m12ma1maz+To34m13ma2

— mis+mas+Ti2smiama1+T135T123m12ma1 (m21—1)/24+T135m13ma1

g5
Js

g—5tlz3m35+t124m45+t125m55

To35T123mo1miz(miz—1)/2+4+Te35T123m12ma1ma2+T235m13ma2

Da die Préasentation von G(T') konsistent ist, ist die Normalform eindeutig. Das heifst, die Ex-
ponenten auf den linken Seiten der betrachteten Gleichungen miissen mit denen auf den rechten
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Seiten iibereinstimmen. Wir erhalten also folgende Zusammenhénge zwischen ¢ und T'

(11) Tizmaoamay = Tiazmigmay + t123m33,
(21) Tigzamasmii + Thzamazmio = t134M4q + t135M54,

(22) Tizsmazmin + Tegsmszmiz = t134mys5 + t135Ms5,

(23) Tizamazmar + Thzamszmao = 1234144 + t235M54,

(24) Tizsmazmar + Tazsmazman = ta3a4mys + l23sMmss,

(31) Ti2amaamiyr + Tizamozmiy

+T134T123m22m11(m1 — 1)/2

+To34T123m11M22(M22 — 1)/2

+T534T123moamarmag + Togamozmiz = Tizgmiamor + Ti3amizman
+T134T123m12m21 (mo1 — 1) /2
+To34T123m21m12(my2 — 1) /2
+T534T123m12mo1maz + To3amizmae
+t123m3q + t124mag + L125M54,

(32) Tizsmaamiy + Tizsmazmay

+T135T123m22m11(m1 — 1)/2

+To35T123m11M22(M22 — 1)/2

+1535T123moamarmag + Togsmazmiz = Tigsmiamor + Tizsmizma
+T135T123m12m21 (Mo1 — 1) /2
+1o35T123m21m12(my2 — 1) /2
+T235T123m12Mmo1M22 + Th35mi3man

+t123m3s5 + t124Mm4s5 + t125Ms5.

Das Ziel dieser Rechnung ist eine Beschreibung der Elemente aus 7T in den Elementen aus t.
Deshalb werden wir im néchsten Schritt die Elemente aus T isolieren und gegebenenfalls bereits
erfasste Elemente aus T" durch ihre Darstellung in ¢ ersetzen. Dies fithrt zu folgenden Gleichungen

(11) Ti23 = t1a3maz(maogmiy — miamay),

(21) Tizamazzmar + Togamazmia = ti3amas + t135Ms4,

(22) Tigsmagmiy + Tozsmazmiz = ti34mus + ti3smss,

(23) Tizamazmar + Tozamazmaoy = lo34miay + o35y,

(24) Tigsmasmar + Tozsmazmaa =  tazamus + tazsmiss,

(31) ti24mug + tiosmisy = Ti24(maoamyr — miamar) + T134(maozmiy — mizmay)

+T34(ma3zmia — Mmazmaa)
+T134T123(maamyr (ma — 1)/2

+miamor1(1 — ma1)/2)
+1534T123(m11ma2(maoz — 1)/2

+marmiz(1 —mi2)/2 + magmia(mir — moi))

—T93mgamas(maami; — miamay),
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(32) ti2amuas +tizsmss = Tias(maoamar — miamor) + Tigs(maozmir — mizman)

+1535(mazmiz — mizmaz)
+T135T123(mazma1 (mar — 1) /2
+miamar (1 — ma1)/2)
+To35T123(m11maz(maoz — 1) /2
+mao1mia(l — mi2)/2 + maom,, (M11 — ma1))
—T123m34m33(Maami1 — miaMat).

Wenn wir nun die Gleichungen (2;), ... (24) beziehungsweise (3;) und (32) genauer untersuchen,

stellen wir einen Zusammenhang fest. Deshalb werden wir sie im néchsten Schritt als eine Glei-
chung betrachten. Des Weiteren definieren wir die Ersetzungen

d = miimaa — miamai,
€ = Mmi1ma3 — Mmi13mai,
f = Mmi12Mm23 — M137M22.

Dies fiihrt zu folgendem Gleichungssystem

(1) Tho3 = dmsstias,
mi1 M2 Tiza Ti3s t134 ti13s Ma4  M4s
(2) ms3 = ,
mo1  Ma2 To34 Th3s toza 1235 M54 M55

Mys My
(3) (t124,t125)< >

) = d(Th24,Th25) + e(T134, T135) + f(T234, To35) + (11, 12)T123
Mmss M55

mit
lh = —dmgzmag + Tiza(marmaz(mar — 1) + miamar (1 — ma1))/2
+T234(maamia(mir — ma1) + miimaz(maz — 1)/2 + maiamar (1 — ma2)/2),
la = —dmgzmss + Tiz5(ma1maz(mi1 — 1) + miamoar (1 — ma1))/2
+T235(maamia(mi1 — ma1) + miymaz(maz — 1)/2 + miamar (1 — mi2)/2).
Um diese Gleichungen auszuwerten, brauchen wir die Theorie aus dem letzten Abschnitt. Dazu
betrachten wir die Gruppe Dy, fiir k = b/a und die Abbildung * : Dy — GL(2,Z). Wir rekapi-
tulieren, dass U,V € GL(2,7Z) mit der Eigenschaft sign(t123) det(U)US = LV gegeben sind. Sei

nun 7" definiert als T'= {(A4, B) | A, B € GL(2,Z) mit sign(¢;23) det(A)AS = LB}. Dann besagt
Lemma 6.1.5, dass T sich darstellen ldsst durch

T ={(Ug",Vyg)|g € Di}.
Wir haben (01, 02) als Bahnenreprasentanten des Vektors

det(U)(t124, t125)V mod (ggT(a, t123), 88T (D, t123))

in O(a,b, [ti23]) unter der Operation von D/, gewéhlt. Sei also h € Dy so gewihlt, dass die
Gleichung

(det(U)(t124, t125)V )k = (01, 02) mod (ggT(a, t123), 88 T(b, t123))
erfiillt wird.
Wir definieren w = det(h)h und betrachten die Matrix

Uw* * *
M = 0  sign(tieg) det(Uw*) *
0 0 Vw
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Da d,mg3 € {£1} gilt, liefert Gleichung (1), dass Tio3 € {£t123} gilt. Fiir die kanonische Form
wollen wir den positiven Wert bekommen. Das wird durch M erreicht. Betrachten wir nun Glei-
chung (2). Da w in Dy, liegt, wird diese Gleichung nach Konstruktion von 7" von M erfiillt. Bleibt
also noch Gleichung (3) zu betrachten. Es gilt det(w*) = det(w) = det(h) und damit fiir gewisse
n,m e 7

det(Uw*)(t124, t125)Vw = det(U) det(w*)(t124, t125)V det(h)h
= det(U)(t124,t125)Vh
= (01,02) + (nggT(a, t123), mggT(b, t123)).
Damit gibt uns Gleichung (4) genau dann die gewiinschte Form, wenn gilt

€T134 + l1T123 = ea + sign(t123l1t123 = dnggT(a, tlgg),

fTh3s + l2T123 = fb+ sign(ti3latios = dmggT (b, t123).

Da mi3, mag, m3q und mas frei wihlbare Parameter aus Z sind, (I1,l2) linear von (msq, mss)

abhéngt und fir e, f
mi; m
(e, f) = (ma3, —ma3) < Hee ) ;

ma1  M22

gilt, sind auch e, f,11,ls frei wiahlbar aus Z. Die Darstellung der Summe als Vielfaches des ggT
folgt nun aus Lemma 2.2.1 und Lemma 2.2.2. Damit haben wir die gesuchte Présentation fiir
G(T) gefunden und der Beweis ist vollstandig. O

Da das Minimum der Bahnen von L(a, b, |t123]) unter der Operation von Dy, eindeutig bestimmt
ist, ist das Représentantensystem O(a, b, |t123]) eindeutig bestimmt. Damit impliziert Satz 6.2.1
folgendes Ergebnis.

Korollar 6.2.2
Die kanonische Form Cf(t) ist eindeutig bestimmt und T -Gruppen vom Typ (2,1,2) sind genau
dann isomorph, wenn ihre kanonische Form tibereinstimmit.

Die Automorphismengruppe

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Automorphismengruppe einer 7-Gruppe vom Typ
(2,1,2) beziiglich ihrer in Satz 6.2.1 bestimmten kanonischen Form. Hierfiir nutzen wir die Er-
kenntnisse aus Lemma 3.1.1.

Satz 6.3.1
Sei G(T') eine T -Gruppe vom Typ (2,1,2) in threr in Satz 6.2.1 beschriebenen kanonischen Form.
Sei k = b/a. Fir g € GL(2,Z), zwei Vektoren x,y € Z* und eine Matriz z € 7Z**? definieren wir

g | 2T | 2
Myoy.=det(g)| 0| 1 |y | €GL(5,Z).
0|0

Diese Matriz Mg s, . korrespondiert genau dann zu einem Automorphismus von G(T'), wenn
folgende Bedingungen erfullt sind
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e g € Stabp, ((01,02)), wobei Dy, wie gehabt auf L(a,b, Ti23) operiert. Damit gilt
(01,02)(9g — 1) = det(g)(ea + 1 T123, fb + loT193) fiir gewisse e, f, 11,1y € Z.
0 1
o z = (e, *)~1 .
(€05 ( o
o y=—(l1,l2) + (aw(g),b(u(g) +v(g))), wobei u(g), w(g) und v(g) Formeln in den Eintrigen
der Matrix g sind und folgende Form haben

u(g) = 9g11922(g22 — 1) + g12921(1 — 912))/2,
w(g) = g11922(g11 — 1) + g12921(1 — ¢21))/2,
v(g) = g22912(911 — g21)-

o 2z ist beliebig.

Beweis:

Als erstes stellen wir fest, dass die Art der Operation von Dy die Existenz von e, f,l1,ls €
Z mit den geforderten Eigenschaften impliziert. Da ein Automorphismus von G(T') natiirlich
insbesondere ein Isomorphismus G(T') — G(T)) ist, haben wir hier den Spezialfall ¢ = T zu dem
Isomorphismus aus dem Beweis von Satz 6.2.1. Das bedeutet, eine Matrix

mi1r Mi2 | M13 | Mi14 M5

ma1 M2z | M23 | M24 125

M = 0 0 | msz | m3s m3s
0 0 0 maq4 MMys
0 0 0 ms4 M5s5

mit m;; € Z, m33 € {£1} und invertierbaren Diagonalblécken

mi1r Mmi2 : Myq  Mys5 GGL(2,Z)

ma1 Ma2 M54 M55
liegt in GL(5,Z). Nach Lemma 3.1.1 korrespondiert M genau dann zu einem Automorphismus
von G(T), falls die durch M definierten Bilder die Relationen von G(T) erfiillen. Nach den

Rechnungen aus dem Beweis von Satz 6.2.1 ist das dquivalent dazu, dass folgende Gleichungen
erfiillt sind

(1) T2z = dmgsTi23,

mi1 Mmi2 a 0 a 0 My4q  Mys
(2) mas3 = ;
ma1 Mo 0 b 0 b M54 Mss

M4q  M45
(3) (01, 02) ( ) = d(Ol, 02) + 6(0,, 0) + f(07 b) + (ll, l2)T123
M54 M35
mit
d = miimaa — miamoai,
€ = Mmi1ma3 — mMi13mai,
f = miamaz — mizmaa
und
li = —dmggmas + a(miimaz(mi; — 1) + miamai (1 —ma1))/2,
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la = —dmgzmgs + b(maamia(mi1 — ma1) + mirmaa(maz — 1)/2 + miamai (1 — mi2)/2).
Gleichung (1) impliziert ms3 = d. Gleichung (2) hat die Form
det(A)AS = BS.
Damit wird die Losungsmenge dieser Gleichung beschrieben durch
T={(A,B)| A, B € GL(2,Z) mit det(A)AS = SB}.

Eine spezielle Losung ist (I2, I2), wobei Iy € GL(2,Z) die Einheitsmatrix ist. Nach Lemma 6.1.5
wird T vollsténdig beschrieben durch

T = {(Ih*, Ioh) | h € Dy} = {(h*,h) | h € Dy}.

Deswegen sind die Diagonalblécke von M von der Form h* det(h) und h fir ein h € Dy. Fiir
Gleichung (3) hat dieses Ergebnis folgende Auswirkungen

(01, Og)h = det(h)(ol, 02) + 6(&, 0) + f(O, b) + (ll, l2)T123.
Dies lasst sich umformen zu
(01, 02)(det(h)h — 1) = det(h)(ea + 11 T123, fb + 2 T23).

Diese Gleichung kann genau dann erfiillt werden, wenn det(h)h € Stabp, ((01,02)) gilt. Wir
setzen g = det(h)h. In diesem Fall ist Gleichung (3) genau dann erfiillt, wenn

(67 f) = (m23a _mld)g*
und

i = —m3s+aw(yg),
la = —mg3s5+b(v(g) +u(g)).

gelten. Damit erhalten wir

x = (mis,ma3) = (e, f)(g")~" ( _01 (1) ) ;
y = (maq,mas) = —(l1,l2) + (aw(g),b(v(g) + u(g))

und M hat die im Satz beschriebene Form. O

Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die theoretischen Erkenntnisse aus den letzten beiden Abschnitten
auf einige konkrete Gruppen anwenden.
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Beispiel 6.4.1

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (2,1, 2) und es gelte G = G(t) mit t = (-3, —-12,21,3,—-9, -3, —6).
Dann hat G eine T-Présentation in Erzeugern gy, .. ., g5, so dass (g4, g5) eine zentrale Untergrup-
pe in G ist und die nicht-trivialen Relationen folgende Form haben

291 = 919205 95 g2,
B = 91939595,
9392 = 92939595 °.

Nun wollen wir T so bestimmen, dass G(7T) die in Satz 6.2.1 beschriebene kanonische Form fiir
diesen Isomorphietyp hat. Dazu betrachten wir die Matrix

(20

Als erstes berechnen wir die Smith-Normalform S von L und die dazugehorigen Transformati-
onsmatrizen A und B mit AS = LB. Wir erhalten folgende Matrizen

S = 50 , A= -l und B = L= .
0 15 -1 0 0 1

Damit ergeben sich die Werte a = 3 und b = 15. Fiir die kanonische Form benotigen wir Matrizen
U,V € GL(2,Z) mit sign(t123) det(U)US = LV. Es gilt sign(ti23) = sign(—3) = —1 = det(A)
und damit erfiillen U = A und V = B die Bedingungen aus Satz 6.2.1. Im néchsten Schritt
berechnen wir den Vektor

det(U)(t124,t125)V mod (ggT(a, t123), ggT (b, t123)).
Es gilt

det(U)(t124,t125)V mod (ggT(a, t123), 28T (b, t123))

1 -1 1 -2
= det (( 1o >> (—12,21) ( 0 1 ) mod (ggT(3,—3),ggT(15,-3))

1 -2
= —(—12,21 mod (3,3
(~12.21) ( o ) (5.3)
= (—12,45) mod (3,3)
= (0,0).
Betrachten wir nun die Bahn von (0, 0) unter der Operation von Dy, = Ds. Es gilt
Bahnp, ((0,0)) = {(0,0)}.

Als Représentanten (01, 02) wahlen wir das (minimale) Element (0,0). Dies fithrt zu folgendem
Ergebnis fiir T’

Tz = |3 = 3,
Tiza = a = 3,
Tigs = 0,

Tozy = 0,

Tozs = b = 15,
Tiog = o1 = 0,
Tios = o029 =
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Damit gilt Cf(t) = (3,0,0,3,0,0,15) und G besitzt eine T-Présentation, deren nicht-triviale
Relationen beschrieben sind durch

P91 = g19203,
g3g1 = 9193927
9392 = G2g3gs’.

Betrachten wir nun die Automorphismengruppe von G(7'). Um die in Satz 6.3.1 beschriebene
Form von M zu erhalten, miissen wir zuerst den Stabilisator S von (0,0) unter der Operation
von Dy, = D5 berechnen.

s=sanon = ((35)(21)(51)-(0 &)
1 0 10 3 -5
1 -1 /°\11)'\1 =2 '

Sei g € S und seien e, f,l1,ly € Z so gewéhlt, dass (0,0)(g — 1) = det(g)(3e + 311, 15f + 3l2) gilt.
0 1

Seien weiter z = (e, f)(g*) " Lo und y = —(l1,12) + (Bw(g), 15(u(g) + v(g))), wobei

u(g),w(g) und v(g) Formeln in den Eintrégen der Matrix g sind und folgende Form haben

u(g) = g11922(922 — 1) + g12921(1 — g12)) /2,
w(g) = g11922(911 — 1) + g12921(1 — g21))/2,
v(g) = 922912(911 — g21).

Dann korrespondiert ein Automorphismus von G(T') zur Matrix

g | zT | %
Myyy.=det(g)| 0| 1 |y | €GL(5,2),
0|0

wobei « fiir ein beliebiges Element aus Z steht.

Betrachten wir nun eine Gruppe, bei der die Matrizen U und V nicht mit den Matrizen A und
B iibereinstimmen.

Beispiel 6.4.2

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (2,1, 2) und es gelte G = G(t) mit t = (3,5, —7,12,8,9, —3). Dann
hat G eine T-Prasentation in Erzeugern g, ..., gs, so dass (g4, g5) eine zentrale Untergruppe in
G ist und die nicht-trivialen Relationen folgende Form haben

g2g1 = 919295’92957,
9391 = §19391°95,
9392 = §2039195 "

Nun wollen wir 7" so bestimmen, dass G(7T') die in Satz 6.2.1 beschriebene kanonische Form fiir
diesen Isomorphietyp hat. Dazu betrachten wir die Matrix

12
L= 5.
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Als erstes berechnen wir die Smith-Normalform S von L und die dazugehorigen Transformati-
onsmatrizen A und B mit AS = LB. Wir erhalten folgende Matrizen

1 28 — 1 -
S = 0 , A= 8 9 und B = 3 .
0 108 3 -1 2 —69

Damit ergeben sich die Werte @ = 1 und b = 108. Fiir die kanonische Form benétigen wir
Matrizen U,V € GL(2,Z) mit sign(t123) det(U)US = LV. Dazu definieren wir

=(00)

Dann besagt Lemma 6.1.4, dass wir die geforderten Matrizen U, V' € GL(2,Z) durch die passende
Wahl von U € {A, Ah} bekommen. Wir wéhlen U so, dass det(U) = sign(t123) erfiillt ist, und
V dann dazu entsprechend aus {B, Bh}. Es gilt sign(t123) = sign(3) = 1. Nun berechnen wir
det(A) = —1 und det(Ah) = 1. Damit erfiillen

—98 — -1 -
U=Ah= 5 und V = Bh = 5
-3 -1 -2 —69

die Bedingungen aus Satz 6.2.1. Im néchsten Schritt berechnen wir den Vektor

det(U)(t124, t125)V mod (ggT(a, t123), ggT (b, t123)).
Es gilt
det(U) (t124, t125)V mod (ggT(a, t123), ggT(b, t123))

—28 —9 1 —35
det<< -3 —1>>(&_j)<—2 —&))HMd@gUL3%§ﬂKm&3»

- (5,_7)< oL >1n0d(L3)

-2 —69
(9,308) mod (1, 3)
(0,2).

Betrachten wir nun die Bahn von (0, 2) unter der Operation von Dy, = D1os. Es gilt

BahnDlos((Ov 2)) ={(0,2),(0,1)}.

Als Repréasentanten (o1, 02) wihlen wir das minimale Element (0,1). Dies fiithrt zu folgendem
Ergebnis von T’

Ties = 3] = 3,
Tizg. = a = 1,
Tigs = 0,

Tozy = 0,

Toss = b = 108,
Tiogs = o1 = 0,
Tios = 09 = 1.

Damit gilt Cf(¢t) = (3,0,1,1,0,0,108) und G besitzt eine T-Présentation, deren nicht-triviale
Relationen beschrieben sind durch

9291 = 91929595,
g3gr = 919394,
9392 = 2939
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Ein Vorteil der kanonischen Form ist die Losung des Isomorphieproblems. Dazu betrachten wir
noch ein kurzes Beispiel.

Beispiel 6.4.3
Seien die T-Gruppen G, Gy und G3 vom Typ (2, 1,2) gegeben. Es gelte G1 = G(t1), G2 = G(t2)
und Gz = G(t3) mit

t, = (—3,-12,21,3,-9, -3, —6),
ty = (3,-11,17,6,-9,9,—6),
ts = (3,-9,—15,9,—3,12,—9).

Wenn wir analog zu den beiden Beispielen zuvor mit dem Verfahren aus Satz 6.2.1 die kanonische
Form bestimmen, erhalten wir

Cf(tl) = (3)07()’3’0’0’ 15)7
Cf(t2) = (3,0,1,3,0,0,15),
Ct(ts) = (3,0,0,3,0,0,15).

Damit sind nach Korollar 6.2.2 G7 und G3 isomorph zueinander und (5 ist nicht isomorph zu
den anderen.
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Kapitel

Klassifikation gewisser
T-Gruppen der Klasse 2

In diesem Kapitel betrachten wir diejenigen 7-Gruppen der Nilpotenzklasse 2, die eine Hirschlén-
ge von hochstens 5 haben. Diese Gruppen sind bereits in [10] bis auf Isomorphie klassifiziert wor-
den. Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir diese Klassifikation und die daraus resultierende
kanonische Form hier kurz und geben dann eine Beschreibung der Automorphismengruppe.

Die 7-Gruppen vom Typ (3,2)

7.1.1 Die kanonische Form

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (3,2). Dann hat G Hirschlange 5, Nilpotenzklasse 2 und folgende
Isolatorreihe

G = Il(G) > IQ(G) > Ig(G) = {1},

wobei I1(G)/I2(G) die frei abelsche Gruppe vom Rang 3 und I>(G)/I3(G) die frei abelsche
Gruppe vom Rang 2 ist. Sei (g1,...,g5) eine T-Sequenz von G, die die Isolatorreihe verfeinert.
Dann hat G eine konsistente T-Prasentation in g,...,gs, deren nicht-triviale Relationen fiir
tijk € Z folgende Form haben

9291 = 192954 g5,
(%) 9391 = 919395 g8,

t234 ta3s

9392 = 929394 95

Satz 3.3.2 zu Folge ist die Priisentation (%) konsistent. Nach Satz 2.3.5 ist G damit isomorph zu
einer 7-Gruppe G(t) mit

t = (t124, t125, t134, t135, L34, t23s) € Z°.
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Definiere
ti24 t125
B(t)=| tiza tizs | € 2
o3 t235

Aus dem Typ (3, 2) folgt, dass B(t) eine Matrix vom Rang 2 ist. Nun kann eine kanonische Form
fir G wie folgt bestimmt werden. Vergleiche [10].

Satz 7.1.1

Sei G(t) eine Gruppe vom Typ (3,2) und seien (x,y) die Elementarteiler von B(t). Schreibe
Tioq = x, Ti35 =y und Tio5 = Th34 = Ta3q = Togs = 0. Dann ist G(t) isomorph zu G(T). Es gilt
Cf(t) =T und G(T) ist eine kanonische Form fiir den Isomorphietyp von G(t).

Beweis:

Sei T = (T124,T125,T134,T135,T234,T235) € ZG. Seien B(t) und B(T) wie zuvor die zu G(t)
und G(T') gehorenden Matrizen und sei M die nach Lemma 3.1.1 zu einem Isomorphismus von
G(t) nach G(T') korrespondierende Matrix. Dann hat M eine obere Blockdiagonalform mit 2
Diagonalblocken X € GL(3,Z) und Y € GL(2,Z). Sei X A X das dufiere Quadrat von X. Man
bedenke, dass GL(3,Z) A GL(3,Z) eine Untergruppe von GL(3,Z) vom Index 2 ist und dass

0
0 | ¢CQLEB,2)AGLS,2Z)

N
Il
o O =

0
1
0 -1

gilt. Damit ist Z ein Vertreter der von GL(3,Z)AGL(3, Z) verschiedenen Restklasse. Wenn wir fiir
die Bilder der Erzeuger unter dem Isomorphismus die Relationen von G(t) auswerten, stellen wir
fest, dass M genau dann zu einem Isomorphismus korrespondiert, wenn (X AX)B(t)Y ~! = B(T)
gilt. Damit kann ein Element W € GL(3,Z) geschrieben werden als W = Z¢(X A X) mit
X € GL(3,Z) und e € {0,1}. Nun folgt aus dem Satz iiber die Smith-Normalform, dass G(t)

isomorph zu G(T) ist und dass G(T') eine kanonische Form fiir den Isomorphietyp von G(t)
ist. O

7.1.2 Die Automorphismengruppe

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Automorphismengruppe einer 7-Gruppe vom Typ (3, 2)
beziiglich ihrer in Satz 7.1.1 bestimmten kanonischen Form. Hierfiir nutzen wir die Erkenntnisse
aus Lemma 3.1.1.

Satz 7.1.2
Sei G(T') eine T-Gruppe vom Typ (3,2) in ihrer in Satz 7.1.1 beschriebenen kanonischen Form
und seien © = Tioq und y = Tiss. Nach Konstruktion gilt x,y € N mit x | y. Wir schreiben
z = y/x. Dann sind die Automorphismen von G(T) beschrieben durch Blockdiagonalmatrizen
der Form
mi; M2 M3 | M4 Mis
M2 M23 | M24  M25

msa mss | mas  mgs | € GL(5,Z)

0
0
0 0 0 M2  2M23
0

1
0 0 ZMm32  M33
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mit z|mss.

Beweis:
Die Gleichung (X A X)B(T') = B(T)Y ergibt folgende Zusammenhénge

Yir = Mi1ma2 — Mi12Ma21,
Y12 = (mi1maz — mizmar)z,
Y21 = (m11m32 - m12m31)/z,
Y22 = M11Mm3z3 — M13may,

0 = maimzz — maoma1,

0 = ma1m33 — magma.

Wir bezeichnen die Eintrdge von X A X mit z;;. Dann ergeben die letzten beiden Gleichungen
x31 = x32 = 0. Da X A X € GL(3,Z) gilt, folgt w33 # 0. Weiter gilt

—ma3(ma1ms2 — maamsi ) + ma2(Mma1mss — mazms1) = M31T33,

= m23(m21m32 - m22m31) - m22(m21m33 - m23m31) = —M21T33-

Dass x33 # 0 gilt, liefert mo; = mg; = 0. Damit reduzieren sich die anfinglichen Gleichungen zu

Y1 = Mmiime22, Y2 = T11MTM23%,
Yor = muimsz/z, Y2 = mi1ma3
und wir bekommen das gewiinschte Ergebnis. O

Die 7-Gruppen vom Typ (n,1)

Die Gruppen vom Typ (n, 1) sind bereits in [10] klassifiziert worden. Der Vollstédndigkeit halber
wiederholen wir diese Klassifikation und die daraus resultierende kanonische Form hier kurz und
geben dann eine Beschreibung der Automorphismengruppe.

7.2.1 Die kanonische Form

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1). Dann hat G Hirschlange n + 1, Nilpotenzklasse 2 und eine
zyklische nicht-triviale Kommutatoruntergruppe. Damit hat G folgende Isolatorreihe

G = Il(G) > IQ(G) > Ig(G) = {1},

wobei I1(G)/I2(G) die frei abelsche Gruppe vom Rang n ist und Io(G) = 7Z gilt. Sei (g1, ..., gn+1)
eine T-Sequenz fiir G. Dann haben die nicht-trivialen Relationen von G folgende Form

95, 9i) = 9,71

fir 1 < i,j < n und gewisse e;; € Z. Sei E = (e;;) € Z™*™. Dann ist E antisymmetrisch.
Lineare Algebra liefert die Existenz und Eindeutigkeit von Elementen ey, ..., es € Nmit e; | €;41
fir 1 < i < s und eine Matrix X € GL(n,Z) so dass XTEX eine Blockdiagonalmatrix mit
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Diagonalblocken E1i,...,Es und N,. Es gilt n +1 = 2s + r. Des Weiteren ist N, die 7 x r
Null-Matrix und fir 1 < ¢ < s ist F; von der Form

EZ' _ 0 €; ’
—€; 0
Definition 7.2.1

Wir nennen (eq,...,es) die primdren Invarianten der Gruppe G, s den anitsymmetrischen
Rang (AS-Rang) von G und die Matriz E' = Diag(FE1,...,Es, N;) die antisymmetrische Nor-
malform (ASN) von G.

siehe auch [15].

Die folgende Klassifikation fiir die Gruppen des Typs (n, 1) wurde in [10] gezeigt.

Satz 7.2.2
Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1) mit primdren Invarianten (e1,...,es). Dann hat G eine
konsistente T - Prisentation in Erzeugern g1, . .., gn, gn+1, deren nicht-triviale Relationen folgende

Form haben
9i9i-1 = 9j-19i9n1  fir 2<j<n mit je{2r|1<r <s}

Diese Prdsentation ist eine kanonische Form fiir den Isomorphietyp von G.

Bemerkung 7.2.3
Sei G eine T-Gruppe der Nilpotenzklasse 2 und der Hirschlinge hochstens 5, die nicht vom Typ
(3,2) ist. Dann gilt eine der folgenden Aussagen.

(a) G ist vom Typ (2,1). Dann gelten G = G(t) fir t = (t123) € Z und s = 1. Sei (e1) die
primdre Invariante von G. Dann gilt Cf(t) = (e1).

(b) G ist vom Typ (3,1). Dann gelten G = G(t) fiir t = (t124,t134,t234) € Z> und s = 1. Sei
(e1) die primdre Invariante von G. Dann gilt Cf(t) = (e1,0,0).

(C) G ist vom Typ (4, 1). Dann gelten G = G(t) fﬂ?“ t = (t125,t135,t145,t235,t245,t345) S Z6
und s < 2. Fiir s = 2 seien (e1, ez) die primdren Invarianten von G. Fir s =1 sei (e1) die
primdre Invariante und wir definieren ea = 0. Dann gilt Cf(t) = (e1,0,0,0,0, e2).

7.2.2 Die Automorphismengruppe

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1) in kanonischer Form mit ASN E’ und AS-Rang(G) = s.
Dann ist G/I3(G) eine frei abelsche Gruppe vom Rang n und man kann Aut(G/I2(G)) mit
GL,,(Z) identifizieren. Analog kann man Aut(l2(G)) mit GLi(Z) = {—1,1} identifizieren. Das
heifst, der natiirliche Homomorphismus

V. Aut(G) — Aut(G/Ig(G)) X Aut(IQ(G)) To— (ag/b(g),ab(g))

entspricht
v:Aut(G) — GL,(Z) x {£1}.
Sei £’ die ASN von G. Dann definieren wir M (E') := {X € GL,(Z) | E' = XE'X"} und

¢ G —> G git e gingl e gt gt gt
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Lemma 7.2.4
Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1) und sei E' die ASN von G. Dann gilt

(a) Kern(v) ist frei abelsch und hat {¢1,...,¢n} als ein freies Erzeugendensystem.
(b) Bild(v) = {(X,y) | XE'XT = yB'}.
(¢) {(X,1) | X € M(E")} ist eine Untergruppe von Bild(v) vom Index 2. Sei
Y = Diag(1,—1,1,—1...). Dann gilt YE'YT = —E'. Das heifit (Y, —1) € Bild(v).

Beweis:
(a) Sei a € Kern(v). Dann gilt a(g;) = gig,’; fir 1 < i < n und a(gny1) = gny1. Daraus
folgt, dass a = [[;"; ;" und « € (a1, .., ay) gilt. Damit erhalten wir, dass {a1,...,a,}
den Kern von v erzeugt und dass Kern(v) frei abelsch vom Rang n ist.

(b) Sei @ € Aut(G) mit a(g;) = g7 ---gnmgyiy = 9; fir xy,2 € Z, 1 < 4,j < n und
a(gnt1) = gp 11 = Gny fiir y € {1}, Da die ASN E' = (¢};) invariant unter o ist, gilt

yey; ' j ;
It = (gor) 9 =[g}0]] = [MThzr 9" T2 977
_— T T k=1 €T kT
— Hz,lzl [gk,gz]mf’“m” _ Z,l:l gfﬁiﬂfjwzz _ gnfil 1 C1kvik u'

Daraus folgt yei; = >}, e zuv k. Damit gilt y£' = XFE'XT und wir haben gezeigt,
dass das Bild von v durch {(X,y) | XE'XT = yE'} beschrieben wird.

(c) Eine explizite Rechnung zeigt

Diag(1,—1,1,—1...) - Diag(E1,..., Es, N,) - Diag(1, -1
= Diag(—FE1,...,—FEs, —N,).

1,-1..))

O

Das bedeutet, dass die Automorphismengruppe von G durch die ¢; und durch M (E") beschrieben
werden kann. Es bleibt also, M (E’) zu konstruieren. Es gilt E' = Diag(FE1,..., F,0,...,0). Sei
A := Diag(F1, ..., E,). Wir erhalten folgenden Zusammenhang.

Lemma 7.2.5

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1) mit ASN E' und sei A := Diag(En,...,Es). Sei X €
zZ Vv
Y
Dann gilt X € M(E') genau dann, wenn Z € M(A) und Y =0 gilt.

GLn(Z) mit X = ( ) fd?” Z e ZQSXQS, W e Zn—2s><n—25’v c Z2s><n—2s’y c Zn—25><2s'

Beweis:
Wir berechnen

T zZ Vv A0 zt yT ZAZT ZAYT
XE'XT = _ '
Y W 00 vt wT YAZT YAYT
Damit gilt X € M(E') genau dann, wenn ZAZT = A, ZAYT = 0und Y AYT = 0 gelten. Sei nun
X € M(E"). Dann gilt ZAZT = A. Aus rg(A) = 2s folgt rg(Z) = 2s und damit Z € M(A). Da

Z und A invertierbar sind, liefert die Gleichung ZAY ™ = 0, dass Y = 0 gilt. Die Gegenrichtung
folgt mit &hnlichen Argumenten. O

Da X in GL,(Z) liegt, liefert Y = 0 den Zusammenhang det(X) = det(Z) det(W). Damit gilt
W € GLy_os(Z).
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Auf diese Weise hat man die Berechnung von M (E’) auf die Berechnung von M (A) reduziert. In
Spezialfillen kann man nun Erzeuger fiir die Automorphismengruppe von GG angeben. In Kapitel
8 ist der folgende Fall von Interesse.

Bemerkung 7.2.6
Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1) in kanonischer Form mit nur einer primdren Invarianten,
das heifst s = 1. Die Automorphismengruppe von G besteht aus 2-Tupeln der Form (1,y) mit

<o)

und dem Erzeugnis von ¢1,...,¢, € Aut(G) mit ¢;(g;) = gign+1 beziehungsweise ¢;(gj) = g;
firl<i,j<mnundi#j .

Z € GL,(Z),W € GL, 2(Z),V € ZzX"‘Q} und y = det(Z)
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Kapitel

Die 7-Gruppen vom Typ (n,1,1)

In diesem Kapitel betrachten wir die 7-Gruppen vom Typ (n,1,1) fiir n > 4 genauer. Fiir diese
entwickeln wir zwar keine kanonische Form, aber wir untersuchen ihre Struktur und beschrei-
ben einen Ansatz zur ,Reduktion” ihrer 7-Présentationen. Wichtige Hilfsmittel hierbei sind die
Konzepte der Erweiterung einer abelschen Gruppe mit einer Gruppe und der zweiten Kohomo-
logiegruppe. Generelle Informationen zur Berechnung solcher Erweiterungen findet man in [13,
Sec. 2.7, Sec. 8.7] und [3, Sec. 6.2]. Die Ergebnisse in [13, Sec. 8.7] fiir endliche Gruppen lassen
sich auf unendliche Gruppen iibertragen.

Die induzierte Prasentation

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1,1). Dann ist G eine 7-Gruppe der Hirschliange n + 2 und
der Nilpotenzklasse 3 mit der Isolatorreihe

G = Il(G) > IQ(G) > Ig(G) > {1},
wobei I1(G)/I2(G) frei abelsch vom Rang n ist und I5(G)/I3(G) sowie I3(G) zyklisch sind. Damit
ist G eine zentrale Erweiterung der Form

0—Z-5G6G—G—1,

wobei Bild(¢) = I3(G) gilt und G eine Gruppe vom Typ (n, 1) ist. Sei G in der in 7.2.2 beschrie-
benen kanonischen Form mit priméren Invarianten (e, ...,es) € N® gegeben.
Seien g1, ..., gn, gn+1 die Urbilder einer 7-Sequenz von G in G und sei g,12 ein Erzeuger von
I3(G). Dann existierte ein Vektor
. . n(ntl)

a=(aj|1<i<j<n)eZ =z
so dass G eine T-Présentation in g1, ..., gn, gn+1, gn+2 hat, deren nicht-triviale Relationen fol-
gende Form haben

(R1)  [gj,9j-1] = gillgsi?’j fir 1<j<n+1mitje{2r|1<r<s},
(R2) 9,9 = gnih fir 1<i<j<n+1sonst,
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siehe auch [13, Sec. 8.7] oder [3, Sec. 6.2]. Eine solche Présentation von G nennen wir eine (von
G) induzierte T-Priisentation und bezeichnen sie mit P(«).

Lemma 8.1.1
Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1,1). Dann impliziert der Typ von G, dass gn4+1 nicht zentral
in G ist. Damit existiert ein i € {1,...,n} mit der Eigenschaft o;pni1 # 0.

Beweis:

Nach Konstruktion ist gn4+2 zentral in G. Offenbar ist g,41 genau dann zentral in G, wenn alle
o n+1 den Wert Null haben. Nehmen wir an g,42 und g,+1 sind beide zentral in G. Dann ist die
Kommutatoruntergruppe v2(G) zentral in G. Das bedeutet, dass die Untergruppe 73 = [G, 72(G)]
trivial ist. Damit hat G die Nilpotenzklasse 2 und dies ist ein Widerspruch zum Typ von G. 0O

Als Néchstes untersuchen wir, wann eine induzierte 7-Présentation konsistent ist.

Satz 8.1.2
Sei G eine T-Gruppe vom Typ (n,1,1) und G eine T-Gruppe vom Typ (n,1) in ihrer in 7.2.2
beschriebenen kanonischen Form mit primdren Invarianten (e1,...,es), so dass G isomorph zu

einer Erweiterung von G mit einer zyklischen Gruppe ist. Fine von G induzierte Prdsentation
von G ist genau dann konsistent, wenn die beiden folgenden Bedingungen gelten.

(a) Es gilt agpi1 =0 fir alle k > 3.

(b) Es gilt s =1.

Beweis:
Nach Lemma 3.3.1 ist eine 7-Présentation in Erzeugern {gi,...,9n,gn+1,9n+2} genau dann
konsistent wenn fiir i, 5,k € {1,...,n+ 2} mit i < j < k folgende Bedingungen gelten

(1) g9k(g59:) = (9x95)9i;
2) (999 = gj-

Diese Bedingungen werden wir im Folgenden berechnen. Dazu sei t; ; := ngi_’z firl1 <4<
j < n+1. Da der Erzeuger g,12 zentral in GG ist, miissen wir nur die nicht-trivialen Relationen
betrachten. Sei zuerst 1 < i < j <k <n+1 so, dass [gk, g;] und [g;, g;] von der Form (R2) sind.
Wir erhalten

(9195)9i = 9;9ktjr9i
959i9kti Ktk
= 9i9i9ktijtiktik,

9k(9591) = 9rgigsti;
= 9igktikgjtij
= 9i9;9ktjxtixti ;-
Das Gleichsetzen der beiden rechten Seiten liefert keine Bedingungen. Nun betrachte man die
Multiplikation von Erzeugern, deren Kommutatoren von der Form (R1) sind. Man beachte, dass

es bei drei Erzeugern nur ein Paar mit dieser Eigenschaft geben kann. Sei zuerst j + 1 gerade,
das heiftt es gilt j+1=2r flir 1 <r <sund 2 < j+ 1 < k < n. Dies ergibt

(9r9j+1)95 = Gj+19ktj+1,kG)
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9i+195 9kt kti41.k
€r
= 959j+19 115 +19kTj k41,8
er g€
= 9595+19kIn 11 b1t k1 ks

96(954+195) = 9r9igj+190 1 tij+1
= 9j9kljrgi+19,1ti i1
9595+19k9n 11 i+ 1kt kG j+1-

Das Gleichsetzen der beiden rechten Seiten ergibt

Ak nt1€r

n =1l<—=y9,\> =1<+= agpsr1er =0.

kn+1

Da e; # 0 gilt, erhédlt man aj = 0 fiir alle £ > 3. Nach (a) ist diese Bedingung erfiillt.

Sei weiterhin j +1=2rfir 1 <r<nund 1 <7< j <n— 1. Dann erhalten wir
(9j+195)9i = 9j9j+195"1t),j+19i

€r Er
9595+19i9n 1t 1 tig+1

e (A
939i9+1tij+195 1t 1 L +1

Er Er
9i95ti,595+1ti, 5419011 1 tig+1
Er Er . L.
= 9i9i9j+19y 11t oy tigtij+1ts et

9i+1(959)) = 9j+19i95tij
= gigj+1tij+195ti;

= 9i9i95+195 1t j+1tij+1ti;-
Das Gleichsetzen der beiden rechten Seiten ergibt

(%) tffn_H =1 gzigﬂer =1<<= a;ny1e, =0.

Nach Lemma 8.1.1 impliziert der Typ von G, dass es mindestens ein i € {1,...,n} mit a; # 0
gibt. Nach (a) gilt a;,41 = 0 fiir alle ¢ > 3. Das bedeutet, dass es ein i € {1,2} gibt mit
a;n+1 7 0. In Kombination mit den Bedingungen ¢ < j und j + 1 gerade folgt daraus j +1 > 4.
Dar = % gilt, liefert (), dass e, = 0 fiir alle r > 2 gilt. Mit (b) ist auch diese Bedingung und
damit (1) erfiillt. Bleibt noch Bedingung (2) zu testen. Hier gilt es zwei Fille zu beriicksichtigen.
Zuerst sei 1 < i < j <n+1 so, dass [g;,¢;] von der Form (R2) ist. Man beachte, dass ein solcher
Kommutator in einer zyklischen und zentralen Untergruppe von G liegt und damit [g;, g;” 1] invers
zu [g;, gs] ist. Es gilt

(979: Ngi = 9 'git-i;9i
= Yjlijl—i;
= 9
(gn+195 )95 = g5 'et—jni19

= gntriljnt+1l—jnt1

= 9n+1-

Nun sei 1 < i < j < n so, dass [g;,¢;] von der Form (R1) ist. Es gilt j +1 =2r fiir 1 <r <s.

_ —1 —er
(9j+19; )gj = 97 ' gj+10it—j.j+195
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97 95193901t nr b1
919515190 1t t—g+1
= g1t gert—j it ;)
Daraus folgt

_ . . Jr i — in -

(tygrt—jgrati ) = 1= g 2" 7T = e a0 + 0 — Agmiaer =0,
Da aj = 0 fiir alle j > 3 gilt, erhdlt man «; j41 = —a_; ;417 > 3. Diese Bedingung ist erfiillt,
da fiir j > 3 die Kommutatoren [g;, g;] in einer zyklischen Untergruppe von G liegen. Bleibt nur
der Fall (i, j) = (1,2). Dazu benétigt man den Kommutator [ga, gl_l]. Dieser lasst sich aus [g2, ¢1]

fg*ﬁm‘”“el. Damit ist die Bedingung (2) erfiillt. [

berechnen. Man erhélt [g2, g, 1] = 9p119n

Korollar 8.1.3
(a) Fine T-Gruppe G vom Typ (n,1,1) ist eine zentrale Erweiterung der Form

0—7Z-5G—G—1,

wobei Bild(p) = I3(G) gilt und G eine Gruppe vom Typ (n,1) mit primdrer Invariante
(e) € N! ist. Daher bezeichnen wir G im Folgenden als G..

(b) PEine induzierte Prisentation P(«) einer solchen Gruppe G ist genau dann konsistent, wenn
sie zu einem Vektor (1)
a=(a;j|1<i<j<n)eZ 2

mit g pt1 = 0 fiir 3 < k < n korrespondiert.

Die zweite Kohomologiegruppe

Man kann jede 7T-Gruppe G vom Typ (n, 1,1) als Erweiterung von G, und einer zyklischen Grup-
pe auffassen. Diese Erweiterungen kann man mit Hilfe der zweiten Kohomologiegruppe H?(G., Z)
beschreiben, die wir in diesem Abschn}tt untersuchen. Zuerst betrachten wir die Gruppe der Ko-
zykel Z%(G.,7Z). Dazu sei v € Z?(Ge,Z) ein solcher Kozykel. Dieser liefert eine konsistente
induzierte Présentation P(«) fiir eine Erweiterung G, siehe auch [13, Sec. 8.7| oder [3, Sec. 6.2].
Damit erhalten wir nach [13, Sec. 8.7] und Korollar 8.1.3 einen Homomorphismus
¢:Z%(Ge,Z) — Zn(nzﬂ)’
v o=

wobei @ € Z~ 2 genau dann in Bild(y) liegt, wenn die n — 2 Eintrage der Form oy, ,,4; fiir
n(n—1)

3 < k < n den Wert Null haben. Damit gilt ¢(Z%(G¢,Z)) = Z~ = +2. Analog zu Lemma 8.47
aus [13, Sec. 8.7| gilt folgender Zusammenhang

H*(Ge,Z) = @(Z*(Ge, Z)) | o(B*(Ge, Z.)).

Damit ist der nichste Schritt die Berechnung des Bildes der Gruppe der Koriinder B?(G.,Z)
unter . Dazu brauchen wir folgende Begrifflichkeit.
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Definition 8.2.1
Die Erweiterung G von G. und Z zerfillt, wenn eine Untergruppe U < G mit UI3(G) = G und
UNIs(G) = {1} existiert.

Es gilt zu untersuchen, wann ein Vektor o € 0(Z%(Ge, 7)) eine zerfallende Erweiterung G defi-
niert, um p(B?(Ge,Z)) und damit H?(G,Z) zu bestimmen. Dies fiihrt zu folgendem Satz.

Satz 8.2.2 )
Die zweite Kohomologiegruppe von G, und Z hat folgende Form

HX(Go,Z) = 7T & T+,

Beweis:

Wir nehmen an, es gibt eine zu G, isomorphe Untergruppe G < G mit G, N {gn12) = {1} und
Ge(gni2) = G. Dann betrachten wir die daraus resultierenden Bedingungen. Sei G in der kano-
nischen Form mit primérer Invariante (e) gegeben und sei (g1, ..., gn, gn+1) eine dazugehorende
T-Sequenz. Sei v diejenige Einbettung von Ge in Ge(gnio) = G, die fiir 1 < j < n+ 1 und
xj € Z die Elemente g; € G wie folgt nach G¢(gni2) = G abbildet

(R Ge — Ge<gn+2>:Ga
g = gjgiig-

Die Relationen aus G, iibertragen sich mittels ¢ wie folgt nach Ge(gnt2). Zuerst betrachten wir
die Relation g2g1 = §1929;,11

¥(g291) = P(91620541)
= P(@W(@) = Y(@)(g2)Y(Gn+1)°
= 0000 nks = 919012920052 (In+10,15' )¢
= R019 0000 = 91929n+19nﬁ2+1923r29n+2
= gog1 = 91929519,

Danach betrachten wir die trivialen Relationen aus G.. Fiir 1 <i < j < n+ 1 mit (4,5) # (1,2)
gilt

Y(g;59:) = ¥(gigj)
= V(@)@ = (Gi)v(g))
T T _ T Tj
< 9904299012 = Yi9n4129i9n42
= 09902 9nke = 9i9i9nta9nto
= 99 = 9i9;-

Nun betrachtet man im Vergleich dazu die Relationen aus G. Fir 1 < i < j < n+ 1 mit
(4,7) # (1,2) gilt
e Q1,2
9291 = 92919p+19n+2>
9i% = 9i9ignis
Damit Ge(gnt2) = G gilt, miissen die Relationen iibereinstimmen. Dieser Vergleich liefert fiir
1<i<j<n+1mit(i,j) # (1,2) folgende Bedingungen

DP9 1Ty = 9201954 10ms 5,
995 = GiGiGnih-
Wir erhalten als Ergebnis a2 € eZ und o ; = 0 fiir alle 1 <14 < j <n mit (4,j) # (1,2). Damit
ist die Aussage des Satzes gezeigt. O
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Korollar 8.2.3
FEine T-Gruppe vom Typ (n,1,1) wird demnach durch eine natirliche Zahl e € N und einen

n(n—1)

Vektor a € Z./eZ & 7~ 2 % beschrieben.

Reduktion der 7-Gruppen vom Typ (n,1,1)

Sei nun eine T-Gruppe G durch solch einem Vektor a gegeben. Das Ziel ist es a und damit die
induzierte Prasentation P(«) von G zu reduzieren. Dies geschieht durch die Umformung von o
zu einem Vektor @, der eine zu G isomorphe Gruppe beschreibt, dabei moglichst diinn besetzt
ist, und dessen Eintrége wenn moglich positiv und /oder betragsméafig klein sind. Dazu betrachte
man die Operation der kompatiblen Paare des Quotienten G, und der zyklischen Gruppe Z auf
der zweiten Kohomologiegruppe H?(G.,Z). Da Z mit den Elementen aus G kommutiert, ist die
Abbildung ¢ : Ge — Aut(Z) mit g¥ : Z — Z : a — a9 = a trivial und somit entspricht die
Menge der kompatiblen Paare von G, und Z genau dem direkten Produkt 7' = Aut(G.) x Aut(Z).
Da die 7-Gruppe G, als Erweiterung von G, mit einer zyklischen Gruppe, vom Typ (n, 1, 1) ist,
muss G, nach Satz 8.1.2 eine T-Gruppe des Typs (n, 1) mit nur einer priméren Invarianten (e)
sein. Damit hat G, in kanonischer Form eine Prisentation in ¢i,...,gn, gn+1 Mit genau einer
nicht-triviale Relation, ndmlich
9291 = 91929 41-

Als Nichstes miissen wir die Automorphismengruppe Aut(G.) von G, bestimmen. Eine Mog-
lichkeit diese darzustellen haben wir in Abschnitt 7.2.2 beschrieben. Da wir in diesem Kontext
nur Gruppen G, mit einer priméren Invarianten betrachten, kénnen wir nach Bemerkung 7.2.6

ein Erzeugendensystem fiir Aut(G.) angeben. Seien

<tlow)

Dann besteht die Automorphismengruppe von G, aus 2-Tupeln der Form (7,y) und dem Er-
zeugnis von ¢1, ..., ¢, € Aut(G) mit ¢;(g;) = gign+1 und ¢;(g;) = g; fir 1 <4,j < n und i # j.

Z € GLo(Z),W € GL,_2(Z),V € ZQX”Q} C GL(n,Z) und y = det(Z).

Da die Automorphismengruppe von Z genau aus {£1} besteht, erhélt man fir T die 3-Tupel
(7,9, 2) beziehungsweise 2-Tupel (¢, z) mit z € {41}. Nun lisst man T auf H%(G.,Z) operieren.
Wir betrachten zuerst die 3-Tupel schrittweise beziiglich der Erzeuger von Aut(G.), die durch
Z,V und W gegeben sind, und dann die 2-Tupel. Da sich die Operationen mit (7,y, —1) be-
ziehungsweise (¢, —1) aus den Operationen mit (7,y, 1) beziechungsweise (¢, 1) berechnen lassen,

reicht es die jeweils ersteren zu bestimmen.

Im ersten Schritt betrachten wir die drei Erzeuger der Automorphismengruppe von G, mit der
Eigenschaft

11 0 1 -1 0
7 e , , WV =0,W=1,_9 und y = det(2).
0 1 1 0 0 1

Wir definieren ¢ = (71,1, 1)

P11 g1 = 9192,
gi — g; fir 2 <i<n,
In+1 7 Gn+l,
gn+2 > Gn+42.
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Es gilt oz;-’k = ajy, fiir j # 1 und ah ) = @21

Seik >3
©1(gr)p1(91) = 01(91)p1(9K)1(gny2)1r
a/
<~ 9k9192 = 91920k9,
o1,k o aik
< 019k9n4292 = 01929k9,4 2
+ o
— glgzgkgzig a = 91929k9ni§
— O/Lk =aip+oagy, fir 3<k<n.
Seik=2
©1(g92)e1(91) = 1(91)¢1(92)P1(gn+1) 1 (gn42) 12
Ol/
929192 = 9192929541190+
e 012 _ e Ao
< 91929n+19n+292 = 0192929741912
nt1taa, o,
= 1929295 1 Gpis T 91929295 419+
= 0 04/172 =a12 teagnt
und
©1(gn+1)e1(91) = 01(91)¢1(gn+1)P1(gni2)™
o
< Gn+19192 = 91929n+19n12+1
n O/,n
— 919n+193.1#2+192 91929ni1+1
Q1 n4+1t+02 n+1 o 0"1,n+1
< 91929n+19,42 = 01929,
— O/l,nJrl = Q1n+1 T Q2 n41-

Als Néchstes betrachten wir pg = (12, —1,1)

P2 N
g2
9i
In+1
In+2

Es gilt oz;-’k = ajy, fiir j,k ¢ {1,2}.
Seik >3

©a(gr)p2(91) =
<~  9gkg2 =
aik _

= O/l,k = g

U

92,
g1,

g; fir 3 <7< n,

—1
gn+17
In+2-

fir

©2(91)02(gk) P2 (gnr2) 1+
a/
929K, 5

a1k

3<k<n
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1)

und
©2(gk)p2(92)
<~ grg
ik
< 919k9p42
/ _
Qo = A1k

Sei k=2

P2(92)p2(g91) =
9192 =
9192 =
9192 =

111

/ —
Qo= —Q12,

©2(gn+1)p2(91)
gﬁlgz

!

—Q2 n41
g29n+19n+2

/ _
Q] pt1 = —O2n41

und
©2(gn+1)p2(g2)
gﬁilgl

—Q1,n+1

S
— glgn+1gn+2

/ _
= Qopi1 =

= soz(gz)sol(gk)soz(gn+z) 2.k

<P2(91)902(92)802(9n+1) ©2(gn42)*1:2
92919n+19n+2

—€
91929n+19n+29n+19n+2
aq 2+a1 2

91929, 12

©2(91)02(gn+1)02(gnt2) L+t
929mi19nis
929m i1 nis "

= <P2(92)<P2(9n+1)<ﬂ2(9n+2)a2
2n+1

glgn+lgn+2

= 919n+19n15“

_aLn—&-l-

Nun betrachten wir ¢z = (73, —1,1)

Y3 g1
gi
In+1
In+2
Es gilt a;’k =ajy fiir j #1
Seik >3
©3(gr)e3(91)
= g9y
-1 ’o‘/l,k
<~ 91 9knyi2
= O/Lk =—a

gl_]-a
g; fir 2 <i <n,

—1
gn+17

1111

In+2-

= 3 (91)903<9k)903(gn+2)a1’k

O‘lk

= 9 9k9n+2

= 9 9k9n+2
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Seik=2
©3(92)3(g1) = 3 (91)903(gz)wa(9n+1)e¢3(9n+2)““
<~ gggl_l = 91 Lgac™ 9n+2
Q1,n41—Q1,2 .
= 9 929n+19n+2 = 9 929n+19n+2
— 04/172 =—Q1.2 + eq| ntl,
©03(gnr1)p3(g1) = ©3(91)93(gnt1)93(gnr2)
-1 - -1 _—1 ain
- 9n+191 = 0 9n+19n1+2+1
a1,n41 _ A1,n+1
= 9 9n+19n+2 = 91 gn+lgn+2
= all,n+1 = M1,n+1
und
©3(gn+1)p3(g2) = 903(92)903(9n+1)903(9n+2)%
= g e = 929n+19ni§“
— 929n+1gn+§n+1 = 929n+1gni§“
= 0/27n+1 = —Q2nt1-

Im zweiten Schritt werten wir die Erzeuger der Automorphismengruppe von G aus, die durch V
gegeben sind, mit Z = Ib, W =1, o,y =det Io = 1.
Fiir 3 <14 < n erhalten wir ¢1; = (714, 1,1)

$1i g1 = 919,
gs  — gsfir2<s<n,
In+1 7 Gn+l,
gn+2 7 Gni2-

Es gilt a;,k =aj fiir j # 1und o, 1 = Q241

Seik >71>3
©1i(gk)e1i(g1) = <P1z(g1)g01z(gk)<ﬁ1z(gn+2) Lk
<~ 9k919i = glgzgk9n+2
= G1kGnyh0i = g1gzgk9n+2
ay gtk o
— 919i9k9n+2 = glgzgkgn+2

= o =0 p+a fir 3<i<k<n.

Seil<k<i<n

1i(9x)p1i(g1) = wlz(gl)wlz(gk)wlz(gmrz) Lk
<~ 9k919; = glgzgk9n+2
ai g ak‘z+a1k
<~ 9k919,429i = 919k9i9p42

/
- QO = Qg — O
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Seik=2

v1i(g2)p1i(91) =

92919 =
e 1.2

919297 +19n+29i

91920i95 19y =

111

/
- Qo = Q12 — 024

und

©1i(gn+1)e1i(91)
n+1919i

a1,n+1
919n+19p42  Yi

Q1 nt1
919i9n+19p 12

111

/ —
— al,n+1 = 01 n+1-

(0%
= 919i9n+19n42

©1i(91)21i(92) 01 (gn+1) @15 (gng2) 12

e o

919i9295n4+19n+2
Q2 e all,?
91929i9n+29n+19n+2

e ay otz
91929i9p+19n+2

= Pu (91)8011‘ (gn+1)g01,- (gn+2)a1,n+1

’
1,n+1

Al nt1

= 019i9n+19p42

Q) 1
919i9n+19p43

Als Néchstes betrachten wir fiir 3 < i <n p9; = (12,1, 1)

Y23 g1
g2
9gs
In+1
In+2

Es gilt o ) =y, fiir j,k # 2 und a3 ,, 4 =

Seik>i>3

©2i(gr)p2i(g2)
9kg29i
Q2 L

o2 k0 k

929i9kGpn 42

[

/
= Qyp =02kt Qg

Sei2 <k<i<n

©2i(9r)p2i(g2)
9k 929

11

Qg g
929k9n429i

/
= Qg = Qo — Qi

g1,
929i,
gs fiir 3 < s <n,

9n+1,

I 1111

In+2-

A1 n+1-

= ©2i(92)p2i (gr ) P2i (gn+2) 2+
O{l

= 920i9k9n 15

. O"2,k

(0%
= gzgigkgnié

fir 3<i<k<n.

= ©2i(92)p2i(9r) p2i(gn+2) 2+
a/
= 9291'%9”.2;;

/
aki+a27k

=  929k9i9p42

fir 1<k<i<n.
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Seik=2
©2i(g2)w2i(g1) = ©2i(91)¥2i(92)p2i(gn+1) P2i(gny2) ™12
a/
<~ 929i01 = 919299519015
ai; _ e O
= 92019i9p42 = 91929i9n+19n+2
e ar2tor; e 0/1,24-0!2,2'
<~ 91929i95,4+19n+2 = 01929i9p+4+19n2
- 0/1722041724—041,1'
und
©2i(gn+1)p2i(92) = ¥2i(92)92i(gn+1)P2i(gn+2)"2
o
<~  9n+1929i = g2gign+lgni2+l
n al,n
— 929n+192<2#2+19i = 929¢9n+1gn12+1
a2, n+1 o 0/2,71,4»1
= 929i9n+19p3 2 = 0929iGn+19p%2
— Oélz’nJrl:OzzJH_l.

Im dritten Schritt betrachten wir die vier Erzeuger der Automorphismengruppe von G mit der
Eigenschaft

1 1 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 O 0 0 1 0 0
0 0 1 O 0 00 1 0 0 0 0 1 O 0
W e : : ) : . ’ ’ : ’
0 : 0 : 0 :
L 0 D 0 : 0
0 0 O 0 1 0 0 O 0 1 0 0 O 0 1
0 1 0 0
o | T 2 =5,V =0,y =det(2) =1.
0 |
1 0 - --- 0

An dieser Stelle sollten wir bedenken, dass die betrachtete Menge im Fall n = 2 leer ist, im Fall
n = 3 nur die Elemente £1 enthélt, im Fall n = 4 nur die ersten drei Matrizen enthélt (die
vierte entspricht der ersten) und erst fiir n > 5 alle vier Matrizen enthélt. Wir erhalten demnach

wa = (14,1,1)

PA: g3 — 09394,
Js — g fir s # 3,
In+1 = Gn+1,

In+2 — n+2-
Es gilt o = aj, fiir j, & # 3 und o] = o, fiir i € {1,2}.

Sei j < 3,k=3
val(gs)palgy) = pa(95)pa(g3)pa(gni2)®
o,
<  93049; = 9j93949nis2
. o,
= 039,949, 7 = 9j93949,%5
a3 ;4 o O‘;‘,S
<~ 9j939,42949,5 2 = 0593949,%2
- _;’_ . Ol/-
= gig3gagniy Ut = gj93949,%5
- 069’3 =3+ Q4 fir 1<j <2
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Seij=3und k =4

0A(94)pa(gs)
949394

3.4
93949p4294

2 34
93949042

[N

— Ong = 34.
Sei j =3 und k >4

walgr)palgs)
9kg3ga
Qs g

oy ktag K

11

!
= Q3 = a3kt Qg

Weiter sei pp = (75,1,1)

¥YB*: G3
94
9s
In+1
In+2

11111

©A(93)0A(94)A(Gny2)*34
al
939494%13
a/
93939015

2 @34
9394912

= pa(93)ea(gr)palgni2) >k
o,

= 93949k9n5
0‘13,1@

[0
= 93949k, 15

94,

g3,

gs fur s ¢ 3,4,
In+1,

In+2-

Es gilt oz;-’k = ajy, fiir j,k ¢ 3,4 und o = o; fiir i € {1,2}.

Seij<3,k=3

©vB(93)¢B(9;)
g49;

Q4
9594952

11

— Oz;73 = 4
Seij<3,k=4

©B(94)0B(95)
939,

Qa3
95939072

11

/ j— .
= Q4 =0Q;3

©B(9;)vB(93)PB(gn+2)"93

/
%63
93949n52
!

Qs g
9594952

fir 1<j<2.

©B(9j)vB(91) 0B (gn+2)" 74

!
o i
95939n52
!

gy
9593902

fir 1<j<2.
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Seij=3und k =4

vB(94)¢B(93) = ¢B(93)PB(91)PB(Int2)"s
a/
< 0394 = 94939711’3
0‘3,40‘,3,4
<~ 9394 = 09394942
— 04&4 = —(034-
Sei j=3und k >4
oB(gr)eB(93) = ©B(93)0B(9K)PB(gnra) 3*
o,
<~ 0k94 = 94gk9ni§
Qg k o 0‘/3,k
<~ 949k9n{2 = 949k9n+2
= aé,k = Qu fir 5<k<n.
Sei j=4und k >4
oB(gk)eB(91) = ©B(92)0B(9K)PB(gnr2) HF
a/
<~ 0kJ3 = g3gk9ni§
a3k o O‘f;,k
<~ 939k9n52 = 939k9p42
= )= a3k fir 5<k<n.

Sei nun o = (7¢,1,1)
$c g3 =
g > g fiirs £3,
gn+1
In+2 7 Gnt2-

Es gilt o, = aj, fiir j, & # 3 und o] = «; fiir i € {1,2}.

Sei j < 3,k =3
volgs)ec(gs) = 900<9j)<p,c(93)soc(gn+2)°‘9v3

= 950 = 9,95 lgf:ffé

= 09590030 = 9395950

== a;~3:—aj73 fir 1<j5<2.

Seij=3und k > 3

oc(gr)pc(gs) = oc(g3)ec(ge)pc(gniz) sn
= grg3" = 95" 9K9,5%
_ — _ o,
= g5 Gknts" = 93 GkInts
= a3, =-—azx fir 4<k<n
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Sei pp = (1p, 1,1)

YD+ s = 9351§5§2a
Js = gstl, 3<s<n-—1,
9n = g3,
gn+1 — 9n+17
In+2 7 Gn+2.
Es gilt o 5 = a1 und o] = q; fiir i € {1,2}.
Sei1<j<2,3<k<n—-1
op(ge)ep(g;) = »p(9)ec(9r)eD(gnia) it
o,
= Gkt19j = Gi9k+19n05
. al.
= gign195" = gig9. s
= a;7k:aj7k+1 fir 1<j<2und3<k<n-1.
Seid<j<k<n-1
©p(gr)Pp(95) = ©p(95)ec(gk)eD(gny2) i
o,
= Grkt19541 = Gi+19k+19,705
. al.
— 9j+19k+19:f21’k+1 = 9j+19k+19ni]§
= a;,k = Qjp1kt1 fir 3<j<k<n-—1.
Seil<j<2,k=n
©p(9n)p(95) ¢D(97)c(gn)PD(gn2)"m
o
<~ 939; = 9j939,%
Qaj 3 O‘},n
< 9j939n52 = 993952
— a}m =053 fir 1 S] < 2.
Seid<j<n—1,k=n
op(gn)ep(9;) = ¢p(9;)ec(gn)ep(gni2)“in
o
= g3gj+1 = 9j+1939n%2
agjr1tol
<~ 939j+1 = 939j+19n42
— O‘;,n =—agj41 fir 3<j<n-—1L

Betrachte im letzten Schritt die durch ¢y, . ..

pevon Gmit Z=0L,Y =0,W =1, .

Sei (191 = (qbl, 1)

b, .

g1
gs
In+1
In+2

, On, gegebenen Erzeuger der Automorphismengrup-

9g19n+1,
gsy SF# 1,
gn+1,

1111

In+2-
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Es gilt oz;-’k = ajy, fiir j,k # 1und ag,, 1 = @91

Sei3 < k<n
Q1(gr)P1(g1) = ‘1’1(91)¢1(gk)‘1’1(gn+2) Lk
<~ 9k919n+1 = 919n+19k9n+2
= GI0kgn b1 = g1gkgn+1gn+2
= GIn10as = G19kGni10ns
= ajp =g fir 3<k<n.
Sei k=2
®1(92)P1(g1) = @1(91)‘131(92)<I’1(9n+1) D1 (gnyo)™12
<~ 92919n+1 = 919n+1929n+19n+2
e, Q1,2 azni1+a) 2
> 9192C°gp{29n+1 = 91929n+195+19n 12
02 140
= q1929° 19015 = Qg g

/
= Qo =0Q12 — Q2nt]1

und
P1(gn+1)®P1(g1) = (I)l(gl)q)l(gnJrl)q)l(gnJrZ) Lt
= gn+1919n+1 = 919n+1gn+19n+5“
A1,n+1 _ 17L+1
<~ 919n+19p42 Gn+1 = glgn+1gn+2
1,n41 . o g1
— 919n+19n+2 = 919n+19n+2

/
- Q1 nt1 = Xlnt1-

Sei nun Py = (¢2,1)

Py g2 = 929n+1,
gs " gs, SF 2,
In+1 = Gn+l,
In+2 —  Gni2-
Es gilt o), =y filr j,k # 2 und o ,, 1 = Q1041
Seid<k<n
Pa()ba(ge) = Palg2)Pa(g)Pa(gura) %
—  09k929n+1 = 929n+19k9n+2
= GGkGn sgni1 = 929k9n+19n+2
= ROty = 920590419,

= ab, =a fiir 3<k<n.
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1,1)

Sei j =1

rree

und

P2(g2)P2(91) = ‘1’2(91)1’2(92)‘1’2(gn+1)eq’2(9n+2)a/1*2
929n+1491 = 91929n+19n+19n+2

glegn+lgn+g+l = 91929n+19n+19n+2
glgzganMzgnﬂgniS“ = 91929n+1gn+1gn+2

g19205 1y = guggttioits

/
ajo = Q12+ A1ntl

Pa(gnt1)Pa(g2) = <I>2(g2)<I>2(gn+1)<I>2(gn+2) o2
< 9n+1929n+1 = g2gn+1gn+1gn+§+1
— g2gn+lgzi;+lgn+1 = 929n+19nig+1
= g9l = 929n+19n15“

/ _
= Qg1 = Q2n4l

Fiir 3 <1i < n erhalten wir ®; = (¢;,1)

Qi: g = gign+1,
gs " gs, SF
In+1 2 Gn+t1,
Int+2 Gn+2-

Es gilt o} =« fiir j,k # 4 und o = a; fir 1 <s <2.

Sei3<i<k<n

Sei3<j<i<n

Qi(gr)Pi(9:) = Pi(g:)Ps (gk)(p‘(gn-&-Q)ai’k
<~  GkYign+1 = gzgn+lgk9n+2
— gigkgffiégnﬂ = gzgkgn+1gn+2
= G0ty = Gigkgnt1g,
- a;k:ai’k fir 3<i<k<n.
Di(9:)®i(g;) = Pilg;)Pi (gz)q)'(gnﬁ)aj”'
<~ 9ign+13G; = gjglgn+1gn+2
<~  9i9j9n+1 = gjgzgn+1gn+2
= Gi9i0ntagni1 = ggglgnﬂgnn
— gjgignJrlgq?iiQ = gjgzgn+1gn+2
= a}yi = aj; fir 3<j<i<n.
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8.3. Reduktion der T-Gruppen vom Typ (n,1,1)

Sei3<i<nund k=1

®;(9:)Pi(g1) = Di(91)Pi(9:) Pi(gni2)™

iy

<~ 0ign+191 = glgz’gnﬂgniz

Q1 n+1 0‘/1,1'

<~  9i919n+19,42 =  919i9n+19p+492

a1,i+a1 nt+l1 o 0‘/1,1'

<~ 91Gi9p42 In+1 = 919i9n+19n42

Qa1 +a1 nt1 - 0‘/1,1'

<~ 91G9i9n+19,42 =  919i9n+19p492
= 0/1,1 =ai;itoipp fir 3<i<n.

Sei3<i<nund k=2

D;(9:)Pi(g2) = ®i(92)Pi(9:) Pi(gnt2)?
al
= Gign+192 = 920i9n+19,15
a2 i1 a/2,i
= 0i929n+19p3 2 = 929i9n+19,52
Qg i +a2 nt1 a/2,i
= 929i9n+2 Int+1 = 929i9n+19, 12
Qg ita2 nt1 o 0‘/2,i
<~  929i9n+19,52 = 929i9n+19n42

= ah,=mitaz, fir 3<i<n.

Dies fiihrt zu folgendem Ergebnis. Sei

a:= (02,013,023, On—1n, ¥l ntl, 02 n41)

der Vektor bestehend aus den Exponenten von g,12 in den Kommutatorrelationen von g; und
gj, also den Elementen o;; € Z fiir 1 < ¢ < j < n und den Exponenten von g,42 in den
Kommutatorrelationen von g¢,41 mit g; beziehungsweise go, also den Elementen oy ,41 € Z
beziehungsweise a1 € Z.

a(T17171)

a(Tl 71771)

a(7'27_]-71)

a(72771771)
0[(7-377171)

a(Tg,*l,*l)
3<1<n:
a(‘ru,l,l)
O[(‘ru,l,fl)
a(‘rgi,l,l)
(124,1,—1)

(TA7171)

«
«
o(ma:1,-1)
a(‘rB,l,l)
o(™8:L,-1)

a(7-071’1)

(o +easni1, 008+ Q2ps .o Q1 ngl + @2 nt1, @2041), 3 <k <n,

_a(717171)7

(—a12, 004, Ol j, -y =2 i1, —01 py1), 3<k<n,

_a(7—277171)7

(—Oz172 +earnt1, —Q1 ks - Xt —0427”_;,_1), 3<k<n,

_a(7-377171)7

(g — 4,01 ) — iy - 00 g+ Qs o, Q1,2 pp1), 3 < k<i<s<n,

_a(71i71:1)7
(g + i, Q) — iy 02+ Qs .o, Ol nt1, 2 p41), 3 < k<i<s<n,
_a(T2i,1,1)7

(a172,aj73 + i, 03 Ok ,a17n+1,a27n+1), 1<5<2,5<k<n,

_a(TA71»1)7

(a172, g4, 053, =34 ...04 e, O3+, X ntl, 0527,14_1), 1 < j < 2, 5 < k < n,
_O[(TB’Ll)’

(1,2, =3, = Q3+, Q1 nt1,02041), 1< <2,4<k<n,
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almeL-1) _a(Tc,Ll)’
ol — (01,25 O 15 Qs 141y - - O3y e oy — OB Ty -+, O g1, 2 1),
1<j<2,3<k<n-13<s<t<n-—1,
o™= _a(TDvLI)’
a(¢1’1) = (OéLQ — 02 n4l1y- - ),
alf=1 _a(¢171)’
a2l = (@12 + a1 pg1,--- ),
ol = _gléa),
3<1<n:
all) = (ap9,... a1+ Q1nt1, 02 + Q2041
o= — _(¢i1)

Beispiele

Im diesem Abschnitt betrachten wir die im letzten Abschnitt beschriebene Reduktion in den
konkreten Fallen n = 4 und n = 5.

8.4.1 T-Gruppen vom Typ (4,1,1)

Sei im Folgenden n = 4, dann ist der Vektor a von der Form

a = (a12,013,003,014, 024,034, 01 5,025).

Zur Erinnerung, zusammen mit einer natiirlichen Zahl e beschreibt dieser Vektor eine induzierte
T-Prisentation P(«) einer T-Gruppe. Die nicht-trivialen Relationen sind gegeben durch

ggq1 = 919295931’2,
1,3
g3g1r = 491939 >
23
g3g2 = 92939 >
1.4
9491 = 91949
a2 4
9492 = G2949g
Q3.4
9493 = G3949¢
ais
9591 = G91959g
9592 = G20595".

Im letzten Abschnitt haben wir die Operationen fiir einen solchen Vektor « allgemein beschrieben.
Fiir n = 4 fassen wir diese in folgender Bemerkung zusammen. Der Ubersichtlichkeit halber
betrachten wir jede Operation nur einmal. Ein Vorzeichenwechsel in der letzten Komponente
liefert den erreichten Vektor mit —1 multipliziert.

Bemerkung 8.4.1
Der Vektor a kann wie folgt geindert werden

T 7171 —
olmbl) = (o2 +eans, 13+ Q3,003,004+ (4, 004,034,00 5 + Q25,025),
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Oé(T2’_1’_1)

a(T3771771)

a(TAy171)

a(TB’171)

a(TCJ-:l)

a(Tl37171)

(M1
a(7'237171)

04(7—24’1’1)
P11
a(®2:1)
3.1
a(¢471)

(01,2, —r23, —v1 3, —Q2.4, —Q1 4, =03 4, A2 5, (V1 5)

(a2 —ears, 13, —23, 014, —Q24, —Q34, —O1 5,2 5),
(a2, 013+ 4,03 + Q4,1 4, 004, 3.4, V1 5, 02 5),
(01,2, (14, (o4, O 3, (0 3, =034, Q1 5, O25) 5

(012, =013, =23, 00 4, 2.4, —(03 4, A1 5, 02 5),

Q12 — 23,013,023, 4+ Q3 4,024,034, Q1 5, 062,5),

(a2 — o2, 013 — 3.4, 2.3, (V1 4, C2 4, A3 4, U1 5, 02 5 ),
(124 013,013,023, 004,024 + 34,034,001 5,025),

12 4 04,013,023 — 3.4, 01 4, 02 4, 3.4, (V1 5, 02 5),
Q19— 5,013,023, 00 4, 424, 3.4, 01 5, A2 5),

(o + 5,003,023, 004,004, 034,01 5,025),
(012,013 + a1 5,003 + Q25,000 4, 024, 3.4, V1 5, 02 5),

Q12,00,3,0003, 01 4 + 15,004 + 25,034,005, 025).

Mit diesen Operationen kann man eine Présentation, die durch solch einen Vektor a gegeben ist,
deutlich vereinfachen, wie man an folgendem Satz sieht.

Satz 8.4.2

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (4,1,1). Dann besitzt G eine T -Prdsentation, die durch eine
natirliche Zahl e und den Vektor B = (12,0, 823, 514, 52,4, 3.4, 51,5,0) mit folgenden Eigen-
schaften beschrieben wird. Fir g = ggT (e, 15, B2.3, B2.4, B1,4) gilt

Beweis:

P2 € {0,..., LgJ}7

2
B
Bra € {0 151N
Bsa > 0,
52,4 > O’
P23 € Z,
5175 > 0 und
B34 # 0= Po4 < L%J,

Bra = 0= Br3=0.

Der Typ impliziert, dass eine der beiden letzten Komponenten des Vektors § von Null ver-
schieden ist. Damit kann man durch eine wiederholte Anwendung von (71, 1,1), (72, —1,—1) und
(13, —1,—1) die gewiinschte Form fiir die letzten beiden Komponenten erreichen. Hierbei wird
B1,5 zum ggT der Ausgangswerte. Analog dazu erhélt man die Null in der zweiten Komponente
durch wiederholte Anwendung von (74, 1,1), (75,1,1) und (7¢, 1,1).

Damit erhélt man einen Vektor der geforderten Form. Betrachten wir nun die geforderten Eigen-
schaften des Vektors. Das Element (3 2 liegt in Z/eZ. Die erste Komponente von /5 kann mit Hilfe
von (713,1,1), (114,1,1), (724,1,1) und (o2, 1) reduziert werden. Dabei kénnen die nétigen Vor-
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zeichenwechsel durch Anwendung von (79, —1,—1), (13,—1,—1), (75,1,1) und (7¢, 1, 1) erreicht
werden. Im Anschluss kann gegebenenfalls noch einmal die zuvor genutzte Sequenz angewandt
werden, um die zweite Komponente wieder auf Null zu setzen.

Da 5 positiv und von Null verschieden ist, erhalten wir durch wiederholte Anwendung von
(¢4,1) die gewiinschte Form von 31 4. Das geforderte positive Vorzeichen liefert gegebenenfalls
die Anwendung von (7, —1,—1) und (73, —1,—1).

Mit Hilfe von (7¢, 1,1) beziehungsweise (75,1,1) und (7¢,1,1) erreichen wir positive Werte fiir
3,4 beziehungsweise (33 4. Falls 834 von Null verschieden ist, liefern (7¢,1,1) und (723,1,1) die
Reduktion a4 < [24].

An f35 3 werden im Allgemeinen keine speziellen Anforderungen gestellt. Sollte der Fall 814 = 0
eintreten, kann man fiir 33 3 genau wie bei der zweiten Komponente durch wiederholte Anwen-
dung von (74,1,1), (75,1,1) und (7¢, 1,1) den Wert Null erreichen. O

Wenn ein solcher Vektor 8 aus einem Vektor o durch diese Operationen hervorgeht, nennen
wir ihn reduzierte Form von a. Man sollte beachten, dass ein solcher Vektor 8 zwar deutlich
vereinfacht aber nicht zwangsweise maximal reduziert ist. Ein interessanter Spezialfall in dem
der Vektor aus Satz 8.4.2 nicht weiter reduziert werden kann ist der Folgende.

Korollar 8.4.3

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (4,1,1). Dann hat G eine T -Prasentation, die durch eine na-
tirliche Zahl e und einen Vektor o = (Oz172,04173,CM273,Ct174,04274,04374,041’5,04275> beschrieben wird.
Sei zusdtzlich ggT (o 5,a05) = 1. Dann erhdlt man als reduzierte Form von o einen Vektor
ﬁ = (0,0,0,0,,@2,4,53,4,1,0) mat 53’4 = ‘043’4‘ und 5274 > 0. Im Fall 53’4 7& 0 gz’lt zusdtzlich
B4 < P34

Betrachten wir nun ein Beispiel fiir die Reduktion einer Préasentation mit den in Bemerkung 8.4.1
beschriebenen Operationen.

Beispiel 8.4.4
Sei G eine T-Gruppe vom Typ (4,1, 1). Dann hat G eine T-Présentation in Erzeugern g1, ..., gs.
Seien deren nicht-triviale Relationen beschrieben durch

9291 = glgzgggg’,
g3gr = 91939377
9392 = 9293950,
9491 = 91949(?47
9192 = 920495 ">,
9193 = g39ags
9591 = 919595
9592 = 92950¢-

Damit erhalten wir e =5 und o = (3,47, —76, 74, —120, —12, -2, 3). Mit der Eigenschaft a; o €
Z/5Z fiihrt dies zu folgender Kette von Reduktionen

(3,47, -76,74,-120, —12, -2, 3)
s (3,-29, 76,46, —120, —12,1,3) 2 (3,76,29,120,46,12,3,1)
B (3,76,-29,120, —46, —12, —3,1) - (3,47, —29, 74, —46, —12, -2, 1)
T (3,18,-29,28,—46, —12, —1,1) =% (3, —11,—29, —18, —46, —12,0, 1)
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e 2 J= s lo? 2 lf [l s k2 lt? l2 lﬁ Bl s s

(3,29,11,46,18,12,1,0) =% (3,29, —11, 46,18, —12,1,0)
(3,17,7,46,18,—12,1,0) =% (3 46,18,17,7,12,1,0)
(3,—46,—18,17,7,—12,1,0) =4 (3,-29, —11,17,7, —12,1,0)
(3,-12,-4,17,7, 12,1,0) 4 (3,5,3,17,7,—12,1,0)
(3,17,7,5,3,12,1,0) =% (3, -17,-7,5,3,—12,1,0)
(3,-12,-4,5,3, 12,1,0) 4, (3,-7,-1,5,3,—1,1,0)
(3,-2,2,5,3, 12,1,0) 5y (3,5,3,-2,2,12,1,0)
(3,3,5,-2,2,12,1,0) = (3,1,7 ~2,2,12,1,0)
(3,-2,2,1,7,-12,1,0) = (3,-1,9,1,7,—12,1,0)
(3,0,16,1,7,—-12,1,0) —Z» (3,1,7 0,16,12,1,0)
(3,—-1,-7,0,16, 12,1,0) 5 (3,0,—7,0,16,—12,1,0)
(3,0,16,0,—7,12,1,0) =2 (3,0,9,0,—7,12,1,0)
(3,0,2,0,—7,12,1,0) =& (30 ~7,0,2,-12,1,0)
(30 ~5,0,2,-12,1,0) =4 (3,0,-3,0,2, —12,1,0)
(3,0,-1,0,2, 12,1,0) 5y (3,0,2,0,—1,12,1,0)
(3 0,1,0 ~1,12,1,0) -4 (3000 ~1,12,1,0)
(3,0,—1,0,0, 12,1,0) < (3,0,1,0,0,12,1,0)
(3000,1, 12,1,0) 2 (3000 ~1,12,-1,0)
(2,0,0,0,-1,12,—1,0) -2 (1,0,0,0, —1,12, —1,0)
(0,0,0,0,—1,12,1,0) =+ (0,0,0,0,1,—12,1,0)
(0,0,0,0,1,12,1,0).

Das bedeutet, G besitzt eine 7 -Préisentation, deren nicht-triviale Relationen beschrieben sind

durch

g291 = glgzgg )
9492 = 929496,
9193 = 39495
9591 = 919596-

8.4.2 T-Gruppen vom Typ (5,1,1)

Sei im Folgenden n = 5, dann ist der Vektor a von der Form

Zur Erinnerung, zusammen mit einer natiirlichen Zahl e beschreibt dieser Vektor eine induzierte

a = (a12,013,003, 014,024,034, A1 5,025,035, X45, 016, 026).

T-Présentation einer 7-Gruppe. Die nicht-trivialen Relationen sind gegeben durch

_ e 1.2
9291 = 91929697
1.3

9391 = 4919397
23

gs3g2 = 929397 ",
Qi 4

gag91 = 919497
Q2.4

gag92 = 929497
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Q3.4
9493 = 939497
Qails
9493 = 939497
a5
9493 = G39497 ",
as5
9493 = G39497 ",
oy 5
g493 = 939497 ',
Q1.6
9591 = 919597 ",
2.6
g592 = G209597 " -

In Abschnitt 8.3 haben wir die Operationen fiir einen solchen Vektor « allgemein beschrieben.
Fiir n = 5 fassen wir diese in folgender Bemerkung zusammen. Der Ubersichtlichkeit halber
betrachten wir jede Operation nur einmal. Ein Vorzeichenwechsel in der letzten Komponente
liefert den erreichten Vektor mit —1 multipliziert.

Bemerkung 8.4.5
Der Vektor o kann wie folgt geandert werden Wir erhalten folgende Operationen

almbD (2 +easp, 13+ 23,093,014+ Q24,024,034,00 5+ Qo 5,025, 035,045,
Q1,6+ Q26,Q26),
OZ(TZ’_I’_U = (01,2, —Q 3, —(1.3, —Q2 4, —Q] 4, Q3 4, —Q25, —Q] 5, —Q3 5, —04 5026, 041.(5)7
alre=h=b = (a2 —eai6,000,3, — 23,001 4, =2 4, —(3 4, A1 5, — (2 5, — (3.5, — Ol 5, —(V] 6, (26),
olrabl)  — (01,2, 0013 4+ 1 4,03 + (o4, 01 4, Q2. 4, 03,4, Q1 5, V2.5, (43 5 + a5, Q4 5, A1 6, 02.,6),
olme bl — (041,2,(111.4,@2.1,(H.:z,(kz.z, *“3/17011,57012,57“’w1<,57“131,57(11,67042,6)7
almebl) = (a1,27 —1 .3, (23,0071 4,024, Q3 4,015,025, 35,045, 6, a2,6>7
ol — (041,2, QU 4y Q2 4, (U] 5, (U 5, (Vg 5, (V] 3, (U 3, — QU3 4, — (3 5, (] 6, Oé2,6)a
a(nal) = (a12 — 23,013,003, 1,4 + 3.4, Q24,03 4,01 5 + O35, X2 5,035, 4.5, A1 6, (42,6,
a(ma D) (a12 — 24,013 — 34,023,004, 024,034,015 + Q4 5,Q25,035, 045,016, 026),
almsbh = (o —aos,003— Q35,003,004 — Q4 p, 024, 034,015,025, 035,045,016, ¥2.6),
almell) = (24013003 003,014,024 + Q3.4,Q34,01,5,025 + Q35,03 5,045,016, ¥2,6),
a2l (o4 Q14,003,003 — Q34,004,024,03 4,015,025 + Qas, Q35,045,016 026),
( )

T25,1,1
04( ? ) a2 + 15,013,023 — (35,01 4,024 — Q45,3 4,15, X2 5, X35, X4.5, X1,6,X26),

)1 —
vl = (g5 — asg, 013,003,004, Q2.4, 3.4, 15, A2 5, 3.5, a5, V16, 2.6
a2 = (g5 4 16,003,003, 00,4, 2.4, X34, 015, Q2 5, 3.5, 45, 16, 2.6
X1,2 1,6, ¢¥1,3, 42,3, k1 4, (X2 4, X3 4, (k] 5, (k2 5, (k3 5, (X4 5, k1.6, k2.6 /,
)1 — ,
al$sl) = (012,13 + 16,23 + Q26,1 4, X2.4, 3.4, 01 5, A2 5, 3.5, 045, 01 6, (42,6,
)1 — ,
Oé(q54 ) = (041,2, Q13,023,014+ Q16,024 + Q26,03 4,015, 25,035,045, 16, 062,6)7
)1 —
al?) = (1,2, 01,3, 2.3, Q1 4, Q2 4, Q3 4, (V1 5 + QU1 6, Q2.5 + (a6, 43,5, Q4 5, 16, 42, 6)-

Mit diesen Operationen kann man eine Présentation die durch solch einen Vektor o gegeben ist
deutlich vereinfachen.

Satz 8.4.6
Sei G eine T -Gruppe vom Typ (5,1,1). Dann besitzt G eine konsistente T -Prasentation, die durch
eine natirliche Zahl e und den Vektor B = (51,2, O, O, O, ,3274, ,3374, 51,5, 6275, /3375, ,3475, /81,67 0) mit
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folgenden Eigenschaften beschrieben wird. Fir g = ggT(e, B16, 2.4, 2,5, B1,5) gilt

Bz € {0,..., {%J}a

,31’5 € {0,..., \_%J},

Bsa > 0,

Baa > 0,

B2s € Z,

B35 € Z,

Bis € Z,

ﬁl,ﬁ > 0 und

Bza # 0= P24 < L%L

/81,5 = 0= [o4 =0= [35 =0.

Beweis:

Der Typ impliziert, dass eine der beiden letzten Komponenten des Vektors S von Null ver-
schieden ist. Damit kann man durch eine wiederholte Anwendung von (71, 1,1), (12, —1, —1) und
(13, —1,—1) die gewiinschte Form fiir die letzten beiden Komponenten erreichen. Hierbei wird
B1,6 zum ggT der Ausgangswerte. Analog dazu erhdlt man die Null in der zweiten, dritten und
vierten Komponente durch wiederholte Anwendung von (74, 1,1), (78,1,1) und (7¢, 1, 1), wenn
man durch Anwendung von (7p,1,1) die Paare passend verschiebt.

Damit erhélt man einen Vektor der geforderten Form. Betrachten wir nun die geforderten Eigen-
schaften des Vektors. Das Element f3; 2 liegt in Z/eZ. Die erste Komponente von /5 kann mit Hilfe
von (715,1,1), (115,1,1), (725,1,1) und (g2, 1) reduziert werden. Dabei konnen die nétigen Vor-
zeichenwechsel durch Anwendung von (79, —1,—1), (13,—1,—1), (75,1,1) und (7¢, 1, 1) erreicht
werden. Im Anschluss kann gegebenenfalls noch einmal die zuvor genutzte Sequenz angewandt
werden, um die zweite, dritte und vierte Komponente wieder auf Null zu setzen.

Da (16 positiv und von Null verschieden ist, erhalten wir durch wiederholte Anwendung von
(¢5,1) die gewiinschte Form von f; 5. Das geforderte positive Vorzeichen liefert gegebenenfalls
die Anwendung von (72, —1,—1) und (73, —1, —1).

Mit Hilfe von (7¢, 1,1) beziehungsweise (75,1,1) und (7¢,1,1) erreichen wir positive Werte fiir
B3,4 beziehungsweise 2 4. Falls 3 4 von Null verschieden ist, liefern (7¢,1,1) und (723,1,1) die
Reduktion g4 < [24].

Sollte der Fall 81 5 = 0 eintreten, kann man fiir 324 und B35 genau wie bei der zweiten, dritten
und vierten Komponente nach Vertauschung durch (7p,1,1) durch wiederholte Anwendung von
(ta,1,1), (78,1,1) und (7¢, 1,1) den Wert Null erreichen. O

Wenn ein solcher Vektor 8 aus einem Vektor o durch diese Operationen hervorgeht, nennen
wir ihn reduzierte Form von «. Man sollte beachten, dass ein solcher Vektor g zwar deutlich
vereinfacht aber nicht maximal reduziert ist. Ein interessanter Spezialfall in dem der Vektor aus
Satz 8.4.6 nicht weiter reduziert werden kann ist der Folgende.

Korollar 8.4.7

Sei G eine T -Gruppe vom Typ (5,1,1). Dann hat G eine konsistente T -Prasentation, die durch
eine Zahle € N und einen Vektor o = (a1 2,013,023, 01 4, 02 4, 03,4, 01 5, 025, O35, 04 501 6, 042, 6)
beschrieben wird. Sei zusditzlich ggT(on 6, a06) = 1. Dann erhdlt man als reduzierte Form von o
einen Vektor 8 = (0,0,0,0,0,834,0,825,0,B45,1,0) mit 534 > 0 und S25 > 0.
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Betrachten wir nun ein Beispiel fiir die Reduktion einer Présentation mit den in Bemerkung 8.4.5

beschriebenen Operationen.

Beispiel 8.4.8

Sei G eine T-Gruppe vom Typ (5,1, 1). Dann hat G eine konsistente 7-Présentation in Erzeugern

gi,---

9291
9391
9392
9491
9492
9493
9591
9592
9593
9494
9691
9692

Damit erhalten wir e = 3 und o = (2,

-1,5,2,3,

, g7. Seien deren nicht-triviale Relationen beschrieben durch

= G192089%,

919397 ",
929395,
919497,
929495,
939497 >,
91959%,
929597,
93959?2,
949593,
919697 ",

= 92969?-

—2,1,2,-2,3,—1,2). Mit der Eigenschaft

a2 € Z/3Z fithrt dies zu folgender Kette von Reduktionen

(2,-1,5,2,3,-2,1,2,-2,3,—1,2)
- (2,-5,1,-3,-2,2,2,1,2,-3,2, —1) =5 (2,-4,1,-5,-2,2,3,1,2, 3,1, —1)
I (2,-3,1,-7,-2,2,4,1,2,-3,0,—1) = (2,-1,3,2,7,-2,—1,—-4,-2,3,—1,0)
2 (1,-1,3,2,7,-2,-1,—4,-2,3,-1,0) 2 (0,-1,3,2,7, -2, ~1, -4, 2,3, —1,0)
2 0,-1,3,1,7, -2, 1, -4,-2,3,-1,0) 2% (0,~1,3,0,7, -2, —1,—4, 2,3, —1,0)
-5 (0,-1,-3,0,-7,2, 142—3,1,0)—3>(0,0,—3,0,—7,2,—1,4,2,—3,1,0)
5, (00 —-3,0,-7,2,0,4,2,-3,1,0) =% (0,0,3,0, -7, —2,0,4, -2, —3,1,0)
LN (00 ~7,0,3,2,0,4,-3,-2,1,0) - (00—4032,0,4,—5,—2,1,0)
24 (0,0,-1,0,3,2,0,4,-7,-2,1,0) -2 (0030 2,0,4,—2,—7,1,0)
RET (0 0,2,0 —-2,0,4,-9,-7,1,0) (0 0,1,0,—1,-2,0,4,-16,—7,1,0)
24 (0,0,0,0,—1,-2,0,4, —23, 7,1,0) s (0,0, 1,0,4,—7,0,0,2,23,1,0)
2 (0,0,4,0,—1,7,0,0,23,2,1,0) =2 (0,0,3,0,—1,7,0,0,25,2,1,0)
24 (0,0,2,0,-1,7,0,0,27,2,1,0) =% (0,0,1,0,—1,7,0,0,29,2,1,0)
24 (0,0,0,0,-1,7,0,0,31,2,1,0) = (00 —1,0,0,2,0,0,—7,—31,1,0)
% (0,0,1,0,0,-2,0,0,7, 31,1,0) 4 (0,0,0,0,0,—31,0,1,2,—7,1,0)
2 (0,0,0,0,0,31,0,1,-7,2,1,0) =2 (0,0,0,0,0,31,0,1,—5,2,1,0)
4 (0,0,0,0,0,31,0,1,-3,2,1,0) =% (0000031 0,1,-1,2,1,0)
2, (0,0,0,0,0,-31,0,1,2,-1,1,0) =% (0,0,0,0,0,—-31,0,1,1,—1,1,0)
4 (0,0,0,0,0,-31,0,1,0, 110) 2, (0,0,0,1,0,-1,0,0,31,0,1,0)
< (0,0,0,1,0,1,0,0,—31,0,1,0) =2 (0,0,1,0,0,0,0,0,—1,31,1,0)
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25 (0,0,0,0,0,31,0,1,0,1,1,0).

Das bedeutet G besitzt eine konsistente 7-Prasentation, deren nicht-triviale Relationen beschrie-
ben sind durch

9291 = 91929% )
9493 = 93949?1,
9592 = 929597,
9594 = 949597,
9591 = 4g19597-
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Zusammenfassung

Gruppen koénnen mit Hilfe von Présentationen dargestellt werden. Die Frage, ob zwei Présen-
tationen isomorphe Gruppen beschreiben oder nicht, wird auch als das Isomorphieproblem
bezeichnet und wurde 1911 von Dehn formuliert. Es ist bekannt, dass das Isomorphieproblem
im Allgemeinen nicht entscheidbar ist, siehe auch [1, Kap.3|. Fiir endlich erzeugte, torsionsfreie,
nilpotente Gruppen, so genannte 7-Gruppen, ist dies anders. Grunewald & Segal [8, 9] haben
1980 gezeigt, dass das Isomorphieproblem fiir 7-Gruppen entscheidbar ist. Allerdings scheint
es schwierig, den von Grunewald & Segal beschriebenen Algorithmus in die Praxis umzusetzen,
selbst in sehr kleinen Féllen. Vergleiche dazu auch die Arbeit von de Graaf & Pavan von 2009

[2].

Einen praktikablen Algorithmus zur Losung des Isomorphieproblems fiir gewisse T-Gruppen
der Nilpotenzklasse 2, darunter diejenigen der Hirschldnge hochstens 5, liefert eine Arbeit von
Grunewald & Scharlau [10] aus dem Jahr 1979. Fiir 7-Gruppen mit einer héheren Nilpotenzklasse
ist keine allgemeine, praktikable Methode zur Losung des Isomorphieproblems bekannt.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Entwicklung einer solchen Methode fiir die 7-Gruppen der
Hirschldnge hochstens 5 und der Nilpotenzklasse mindestens 3. Dabei erhélt man fiir jede dieser
Gruppen eine kanonische Form. Das bedeutet, wir geben fiir diese Gruppe eine Prasentation
an, die fiir den jeweiligen Isomorphietyp eindeutig ist. Insbesondere werden die 7-Gruppen der
Hirschlénge hochstens 5 und der Nilpotenzklasse 3 bis auf Isomorphie klassifiziert.

Zuerst definieren wir eine Invariante fiir 7-Gruppen, die uns deren Untersuchung erleichtert.
Dieser sogenannte Typ einer T-Gruppe gibt Aufschluss iiber ihre innere Struktur und wird fol-
gendermafen beschrieben. Fiir eine 7-Gruppe G der Nilpotenzklasse ¢ sei G = 1 (G) > --- >
Ye(G) > Ye+1(G) = {1} deren absteigende Zentralreihe. Weiter sei I (G)/vx(G) die Torsionsun-
tergruppe von G/v(G) fiir 1 < k < ¢+ 1. Dann heifit

G=1(G)>L(G) > >I(G) > I.+1(G) = {1}

die Isolatorreihe von G. Dies ist eine vollstdndig invariante Zentralreihe von G mit frei abelschen
Quotienten I;(G)/Ix11(G) = Z% fiir 1 < k < ¢. Wir bezeichnen (dy, - - - ,d.) als den Typ von G.

Als néchstes definieren wir eine Priasentation durch die jede 7-Gruppe beschrieben werden kann.
Dazu betrachten wir einen Vektor t = (t; 1, |1 <i<j<k<n)e€ 7(3) und eine durch diesen
Vektor ¢t beschriebene Prasentation

G(t) = (g1, 90 | lgj 00 = g7 - g™ fir 1 <i < j < m)).
Zu jeder T-Gruppe G der Hirschldnge n gibt es einen solchen Vektor ¢ fiir den G = G(t) gilt.
Sei nun G eine T-Gruppe der Hirschlinge n < 5 und der Nilpotenzklasse mindestens 3. Weiter

sei T(G) = {t € z(3) | G = G(t)}. Damit beschreibt T'(G) den Isomorphietyp von G vollstén-
dig. In dieser Arbeit wird nun ein eindeutiger kanonischer Vektor in T'(G) definiert, der diesen
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Isomorphietyp reprasentiert. Insbesondere wird eine praktikable Methode beschrieben, um zu
einem beliebigen Vektor ¢ den kanonischen Vektor, den wir mit Cf(¢) bezeichnen, zu berechnen.
Die zu G isomorphe Gruppe G(Cf(t)) nennen wir die kanonische Form von G. Der Algorith-
mus zur Berechnung von Cf(¢) lasst sich in einem Computeralgebra-System wie zum Beispiel
GAP implementieren. Wenn die Ergebnisse von Grunewald und Scharlau mit einbezogen wer-
den, kann damit das Isomorphieproblem fiir 7-Gruppen der Hirschldnge hochstens 5 wie folgt
gelost werden.

Satz
Zwei beliebige T -Gruppen G1 und Go der Hirschldnge hochstens 5 sind genau dann isomorph,
wenn sie den selben Typ haben und ihre kanonische Form tbereinstimmit.

Ein weiteres Ergebnis dieser Arbeit ist die Beschreibung der Automorphismengruppe einer
beliebigen T-Gruppe der Hirschlange héchstens 5.

Zum Schluss betrachten wir noch die 7-Gruppen des Typs (n,1,1). Fiir diese haben wir zwar
keine kanonische Form, aber ein Verfahren entwickelt, das fiir eine eine 7-Gruppe zu einer gegebe-
nen Prisentation eine weitere Prasentation mit gleichen oder betragsméfig kleineren Exponenten
berechnet.
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