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Symmetriegruppen idealer MHD-Gleichungen

Von J. Christoph Fuchs, Braunschweig
Vorgelegt von Egon Richter
(Eingegangen am 11.6.1988)

Zusammenfassung

Fiir die nichtlinearen, nichtstationaren Gleichungen idealer kompressibler magneto-
hydrodynamischer Strémungen wird die Lie-Algebra der infinitesimalen Symmetrien
berechnet. Mit Hilfe dieser Lie-Algebra werden einparametrige lokale Symmetrie-
gruppen der betrachteten MHD-Gleichungen berechnet.

Es werden zwei- und dreidimensionale Stromungen untersucht. Dic Ergebnisse
werden mit den Ergebnissen fiir eine zweidimensionale Strédmung mit senkrechtem
Magnetfeld verglichen. Aulierdem wird untersucht, welchen Einflufl ¢in von aulden
vorgebbares ortsabhiingiges Magnetfeld auf die Lie-Algebra und dic Symmetric-
gruppen hat.

1. Einleitung

Die magnetohydrodynamischen (MHD) Gleichungen sind ein vereinfachtes System
der Einflissigkeitsgleichungen und Maxwellgleichungen fiir niedrigfrequente Vorgiange
in Plasmen mit groffem riumlichen Mafistab [1]. Wenn dissipative Effekte vernach-
lassigt werden konnen, spricht man von idealer MHD.

In dieser Arbeit werden die Lie-Symmetriegruppen der kompressiblen nicht-
stationédren idealen MHD-Gleichungen fiir den Fall einer ebenen (zweidimensionalen)
isentropen Stromung und im Fall einer beliebigen (dreidimensionalen) isentropen
Stromung berechnet. Des weiteren wird der Einfluf} eines von aufien beliebig vorgeb-
baren, ortsabhiangigen Magnetfeldes auf die Symmetriegruppen untersucht.

Dic Ahnlichkeitsanalyse zur Untersuchung partieller Differcntialglcichungen ist in
der Literatur hinreichend beschrieben [2,3.4], daher wird auf das bekannte Verfahren
nicht weiter eingegangen. Lie-Symmetriegruppen konnen verwendet werden, um cin
particlles Differentialgleichungssystem auf ein ncues Differentialgleichungssystem mit
weniger unabhingigen Variablen zu reduzicren. Dic Losungen dicses Systems werden
Ahnlichkeitslésungen genannt.

Lie-Gruppen wurden bei der Behandlung von nichtstationiaren MHD-Gleichungen
angewendet, um inkompressible Flissigkeiten {5], kompressible eindimensionale
Plasmen [6] und kompressible zweidimensionale Plasmen mit senkrecht zuy Plasma-
stromung stehendem Magnetfeld [7] zu untersuchen.
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2. Symmetriegruppen fiir eine ebene Plasmastromung

Die nichtstationiren idealen MHD-Gleichungen lauten fiir eine kompressible
isentrope Plasmastrémung in dimensionslosen GroBen

o
ar +V-(ov)=0,

0 (% +(V.V)v) +V(p+-;—RHH2) —Ry(H-V)H=0,

OH

—; ~ VX (rxH)=0, (1

%%+v-Vp+ypV-v=0,

V-H=0,

dabei ist v die Stromungsgeschwindigkeit, H das Magnetfeld, o die Massendichte,
p der Druck, y der adiabatische Exponent und Ry = toHg/ 0o U3 die magnetische Druck-
zahl (mit der magnetischen Permeabilitidtskonstanten uo und typischen Werten fiir
Magnetfeld, Massendichte und Stromungsgeschwindigkeit Ho, 04, Up).

Wenn ein duBeres Magnetfeld vorgegeben wird, ist in den Gleichungen (1) H durch
H,, + H,, zu ersetzen, dabei ist H;, das von der Plasmastromung erzeugte Feld und H,
das von auBen angelegte Feld, das durch die Strémung nicht beeinflu8t wird.

Seien x, y,z kartesische Koordinaten und e, e,, e, die entsprechenden Einheitsvek-
toren. Um e¢ine ebene Stromung mit duBerem Magnetfeld und beliebig orientiertem
internen Magnetfeld zu beschreiben, sei v =v'(x,y, t)e,+ v/(x,y,t)e,, H;;=h*(x, y, 1) e+
h(x,y.t)e, + hi(x,y,t)e,, H., = H(x,y)e, + H(x,y)e, + H(x,y)e,, o = o(x,y,t) und
p=p(x,yt). Die Glelchungen (1) bilden dann ein nichtlineares partielles Differential-
gleichungssystem erster Ordnung mit neun Gleichungen, drei unabhéngigen und sieben
abhdngigen Variablen.

Es werden fiir x,y,t,v¥ v/,h*, h h% ¢ und p infinitesimale Transformationen der
Gestalt

X=x+e5'(x,3,t,v5, v, h* b b, 0,p) + O(&%),
(analoge Transformationen fiir y, t),

> x (2
vi=viten” (x,5,t,v v b h%0,p) + O(£%), )

(analoge Transformationen fiir vih*, h%h% 0,p)
gesucht, die (1) invariant lassen.
Dle bestlmmenden Gleichungen fiir die infinitesimalen Elemente &% &%E' n" n*"n",

nt n ngund nPerhilt man aus dem z.B. in 2 ] beschriebenen Verfahren. Es ergibt sich

ein lineares homogenes partielles Differentialgleichungssystem fiir die infinitesimalen
Elemente mit 577 Gleichungen.
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Die Losung dieser bestimmenden Gleichungen enthilt 9 freie Konstante C, ..., Cy
im Fall y+2 und im Fall y=2 eine zusitzliche Konstante Cj; (Die Numerierung der
Konstanten entspricht der Numerierung der Konstanten der infinitesimalen Elemente
fiir eine ebene Strémung mit senkrechtem Magnetfeld [7], so daB die Ergebnisse leicht
verglichen werden konnen.):

E*=C,+ Cyt + Coy + Crx,
E'=Cy+ Cst— Cex+ Cyy,
E'=C+ Cyt,

0= Cy+ Cov’+ (C;— Cy)V,
n"'=Cs— Cev*+ (C; — Co)V",

X HX
=C9(h"+H")+C6(hy+Hy)«ijﬁf—jL -& aay , (3)
n"'= Co(h*+ H’) ~ Co(h*+ H") — g* —gy ,
x 8Hz aHz
1= (Com Ca) (0" + H) 8- —8 5,
ﬂg:Z(Cg+Cg C7)Q,
7]p=2C9p+RHC11(hZ+HZ)2,
dabei ist C;, #0 nur moglich, wenn y=2 gilt.
Die Menge der infinitesimalen Generatoren
x_ 9 o y ) x O y 3
—gx_Y t_Y v v. h h
Z=E— +E = +§ L e M M T e Te

3 2 “4)
hZ__© P

+ e
S T e T
mit den infinitesimalen Elementen (3) bildet eine Lie-Algebra mit dem Kommuytator
[Za> Z5) =2, 23— Z3 Z,. Eine Basis dieser Lie-Algebra erhalt man, wenn man in (4)
jeweils einen der Parameter C,...,Cy, Cy; zu 1 und die anderen zu 0 setzt:

s 8 8H* 9 _8H' 8 OH° 2
Xe=tor Y37 "V 2 o o e o
o , 8 oW o  OH o | OH® 3
gy v gy oh* dy oh¥ dy on*’

Xs=t
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I 5 ., 8 .38 Ly OHY  OH*. 3
Xo=y gy ~x gy ¥V g Vigyy T Wy T X ) “
SH  OH'. 3 SH* . SH', 8
— X X [Solul St S — 4y —) ——
(h +H +y 3% X ay ) ahy +( y ax X ay ) ahz >
3 3 3 .,.0 3
= — _— X —_“""2 -
X=X g vy 5y TV gm TV 5y T 5,
(BH o 8 SH'  OH'. @
— (X

x Ve ) e Y Yy )
SH’  QH’. 0

~ T ) T
R I B
Xe=tor —Vigw ~Vigy T2 30’

a 2] o 3 2]
_ X —_— Yy —_— z —_— —_— _
Xo= (K"+HY 3 + (h+H?) 357 + (h*+ H?) 357 +20 30 +2p 3

d

X11 = - (hz+HZ) “é—l‘]‘}‘

+ Ry (h*+ H?? —a%
Im Fall y=2 bilden X,,..., X eine Basis, wahrend fiir y=2 der Vektor X, hinzugefiigt
werden mufl.

Die infinitesimalen Elemente und die Lie-Algebra fiir eine ebene Strémung ohne
dufleres Magnetfeld erhilt man aus den entsprechenden Ergebnissen (3),(5) fiir die
ebene Stromung mit duBerem Magnetfeld, indem man in (3),(5) das duBere Magnet-
feld H,, =0 setzt. Dies ist jedoch keine triviale Aussage. Wenn man zwei Differential-
gleichungssysteme hat, von denen eines ein Spezialfall des anderen ist, ist es im all-
gemeinen nicht méglich, die infinitesimalen Elemente oder die Lie-Algebra des einen
Systems aus dem anderen zu erhalten: Fir die ebene Strémung ohne duBeres Magnet-
feld, aber mit beliebig orientiertem internen Magnetfeld ergab sich eine 10-dimen-
sionale Lie-Algebra, wihrend fiir den Spezialfall der ebenen Strémung mit einem senk-
rechten internen Magnetfeld [7] die entsprechende Lie-Algebra unendlich-dimensional
ist. Ebenso 148t sich die Lie-Algebra der zweidimensionalen Strémung nicht aus der
der dreidimensionalen Strémung (siche Abschnitt 3) herleiten.

Die lokalen einparametrigen Transformationsgruppen erhilt man, wenn man fol-
gendes gewohnliche Differentialgleichungssystem 15st:

B oGV A R ep),  (e=0)=
% KB EVEVIRL RN, 0.p),  X(e=0)=x,
N (analoge Gleichungen fiir 3, ), ©)
X
‘i,vg =n"& 5 LV VIR B R G p),  V(e=0)=v",
(analoge Gleichungen fiir Vy, n, I—;{ ITZ, 0.p).

Im folgenden werden die lokalen einparametrigen Transformationsgruppen, die zu den

Basisvektoren (5) der Lie-Algebra gehoren, angegeben. Dabei werden nur diejenigen
Variablen, die sich bei der Transformation dndern, erwihnt:
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C#0: X=x+eC,, RB'=h"+H*(x,y) —H"(x+¢C,,y),
P=n+H (x,y) —H (x+£C.,y),
B=h*+ H*(x,y) — H(x +¢C\,y)
{Translation in x-Richtung fiir H,, =0).
Fur C,#0 ergibt sich eine analoge Transformation (Translation in y-Richtung fiir
H., =0).
Ci#0: f=t+eCs (Zeitverschiebung)
Ci#0: R=x+eCyt, B'=h"+H(x,y) ~ H (x+eCyt.y),
V'=vi+eC,, W=h+H'(xy) —H(x+eCit,y),
F=h"+ H*(x,y) ~ H*(x + £C,t, ¥)
(Galilei-boost fiir H., =0).

Fiir Cs # 0 ergibt sich eine analoge Transformation.

Cy#0: X=ysin(Cyee) +xcos(Cee), Y=y cos(Cse) ~xsin (Cee),
v¥=vrsin (Cse) +vicos (Cee),  vV'=v>cos (Cye) — v¥sin (Cye),
B¥=(h*+ H*(x,y)) cos (Cse) + (h*+ H* (x,y)) sin (Cye) —

— H*(x cos (Cee) +y sin (Cse), — x sin (Cg8) +y cos (Cye)),
h?=(h"+ H* (x,y)) cos (Cse) — (h*+ H*(x,y)) sin (Cee) —

— H (x cos (Ce€) +y sin (Cy€), — x sin (Cy€) + ¥ cos (Cye)),
b= h*+ H*(x.y) — H* (x cos (Cs€) +y sin (Cee), — x sin (Cye) +y cos (Cee))
(Rotation fiir H,, = 0).

C#+0: T=xe7¢, yzyeﬁf.

;;}ZVXCC7E, ;}:V)’e('ﬂ" §:Qe~2C7f’
17":11"+H"(x,y) — H*(xe 7, ye 7)),
h=h"+H(x,y) — H" (xe 7%, ye7%),
h*=h*+ H*(x,y) — H? (xe 7%, ye 77%)
(Streckung fir x, y, v¥, v, o).

Co#0: T=teS,  vi=yie B Vrmyle B¢ = el C8*
(Streckung fiir ¢, v¥, v*, ).

Co#0:  h*'=—H*(x,y) +(h"+ H"(x.y)) e %",

B/=— Y (x,3) + ("4 HY (x.)) %
h*=—H?(x,y) + (h*+ H*(x,y)) e <Y,
p*:pBZCqs’ §=QGZC9E
(Streckung fiir h*+ H*, "+ H’, h’+ H’, p, 0).
Die folgende Transformation ist nur im Fall y=2 mdglich:
Cy#0: h=—H*(x,y)+ (h*+ H*(x,y))e” "¢,

.1 : 20y
P=p= 5 Ru(h*+H*(x,y))* (e *~1).
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3. Dreidimensionale Plasmastromung

Damit die Gleichungen (1) eine dreidimensionale Plasmastrdmung beschreiben, sei
v=v(x,yzt)e + v(x,yzt)e, + vi(x,y.z,t)e,, Hy, = h(x,y,z,t)e, + h¥(x,y,z,)e, +
hi(x,y,z,t)e,, H, = H(x,y,z)e, + H'(x,y,z)e, + H¥x,y,z)e,, 0 = o(x,¥.z,t) und p =
p(x.y,z,t). Die Gleichungen (1) bilden dann ein nichtlineares partielles Differential-
gleichungssystem erster Ordnung mit neun Gleichungen, vier unabhangigen und acht
abhéngigen Variablen.

Es werden wieder infinitesimale Transformationen fiir die abhéngigen und die unab-
hédngigen Variablen dhnlich (2) gesucht, die (1) invariant lassen. Die infinitesimalen
Elemente sind jetzt &% &, & £ 0", n" 1", n" n™ n"" 1% 1P, sic hangen von x, y, z. 1,
v¥, v vE BY h% h% o und p ab.

Die bestimmenden Gleichungen fiir die infinitesimalen Elemente bilden ein lineares
homogenes partielles Differentialgleichungssystem mit 1703 Gleichungen. Die Losung
dieses Systems enthilt 13 freic Konstanten Cj,...,Cy;, ein bestimmter Wert fiir y
braucht nicht beriicksichtigt zu werden:

E'=Cy+ Cst+ Cgx + Coy + Cyoz,
Ey: C2 + Cgt+ ng_ C9X+ C]]Z,
§=C3+ Cit+ Cyz— Cipx— Cryy,

E'=Cy+ Cpat,

nv": C5 + (Cg - C12) v CgVy+ Cl()VZ,

"= Co+ (Cy— Cp) VV— Cov'+ Cyv%, (7)

n"=Cy+(Cy— Cy) v°— Crov*— CyyV*,

hX OH* SH* OH*
=Ci(h"+ HY)+Cy (h*+ H) + ‘ -& —& — &7

n 13( N+ Co(h’+H) + Cyo(h*+H?) - o 3 3y & a7
By SH” 8H” SoHY
= Cya (W + H) = o (W + HY) + Cy (W7 + H) - 57 S _ gy OHT .

n 15 ( M) = Co( N+ Cn(h*+H) =& x & 3y 3 37
hZ 2 OH* 3H? oH?
= Cys (h*+H) = Co (W + HY)y — Cyy (0 + HY) — gt 2H. gy OH"

n 15 ( A= Cio( N—Cu(W+H)-E x g 3y 3 37

n°=2(Cp+Cpp—Cy) o,
n’=2Cpp.

Die infinitesimalen Elemente fiir die dreidimensionale Strémung ohne duBeres Magnet-
feld erhélt man aus (7), indem man H,, =0 setzt. Dies ist aber nicht selbstverstindlich,
wie im vorigen Abschnitt fiir die ebene Stromung erliutert wurde.

Die Menge der infinitesimalen Generatoren bildet eine 13-dimensionale Lie-
Algebra. Eine Basis dieser Lie-Algebra ist

x,=2 _SH' o OoH' 8 _SH' 3

x 3 oh*  ox on  ax on’
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3 oH* 3 oH’ 2 oH* 2

X T oy e ey oR oy ant
x,o & _8H o oW 5 _SH 9

3z 8z o az an a8z oh’
Xi= 2,
XS:taix * aavx -t aalf aix tagy aiy aazz ai“

x y

X6:tai+ aiy f a;; ai* a;; aiy aaI;z aaz,
Xi=ig b R e e
Xe=xooty 88)/ +z 52 v aavx v aavy +v aavz —2 389'

~ Gty G e ) e Sy T e S

L G- P - ®)

ox oy 3z 7 3

X9=y%—x—§7 +Vy%—v" aiy + (B +H ~y aa}:( +x agx) ai*

— (W H Yy égf - a;;Y) ST a;;lz - a§z> 5
X10=Z—3—;—X—aa;- +v* ;;X —V"—ai—z+(hZ+Hz—z 88}:‘ +x a::) ai*

—(z agy —-X a;_zp) aiy —(h*+H*—x a;jz +z aa}iz) aiz,
X”:Z@iy—y%ﬂz aavy - aavl —( a;;" IR ag) aix

+ (h*+H?*—z aaI;y +y a;jy) aiy —(W+H'—y agz +z a;;z) 8?1“
X‘Ft%‘vx aavx -V aavy -V aavl +298%’
X13=(h"+H‘)£7 + (hy+Hy)£7 + (h%H’)% +ZQaiQ +2pa—i).

Auch hier erhélt man die entsprechende Lie-Algebra fiir die Strémung ohne dufleres
Magnetfeld, indem man in (8) H., =0 setzt.

Die lokalen einparametrigen Transformationsgruppen, die zu den Basisvektoren
(8) der Lie-Algebra gehoren, sind:
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C,#0: F=x+¢C, R'=h"+H(x,yz) —H (x+£C,,y.2),
W=+ H(x,y,2) ~ H (x+eCyy,2),
h*=h*+ H'(x,y,2) ~H"(x+¢Cy,y.2)

(Translation in x-Richtung fir H.,=0).

Fiir C>#0 und Cs+#0 ergeben sich analoge Transformationen (Translationen in y- bzw.
z-Richtung fiir H, = 0).

Cy#0: f=t+eCy (Zeitverschiebung)

Cs#+0: x=x+eCst, 17"=h"+H"’(x,y,z) ~H'(x+¢eCst,y,z),
V=v'+eCs, h'=h"+H'(x,yz) — H'(x+£Cst.y,z),

I1~Z=hz+HZ(x,y,z) ~H*(x+¢eCst, y,z)

(Galilei-boost fiir H, =0).

Fiir C4#0 und C;#0 ergeben sich analoge Transformationen.

Cs#0: x=xe  y=yese 7=27e8¢
Vi=vieC8E pi=yle G =y (8l 5= 2C8E
B*=h*+ H*(x,y,2) — H (xe ©8¢, ye C8¢, ze €8¢),
B=h"+ H’ (x,y,2) — H’ (xe ©8¢, ye C8%, z¢€8%),
h=h"+ HZ(x,y,2) — H (xe €8¢, ye 8¢, 2¢C8¢)
(Streckung fiir x, y, z, v¥, v, v%, 0).

Co=#0: x=ysin{Cye) +x cos (Cye), y=ycos(Coe) —xsin (Cye),
V= v"sin (Cog) +v*cos (Cot), V=v¥cos (Cye) — v*sin (Cee),
h*=(h*+ H*(x,y,2)) cos (Coe) + (W' + H (x,y,2)) sin (Cye) —
_ —H*(x cos (Coe) + y sin (Cog), —x sin (Cye) + y cos (Cog), 2),
hY'=(W+H (x,y,2)) cos (Coe) — (h*+ H*(x,y,2)) sin (Cye) ~
N — H? (x cos (Coe) +y sin (Cog), —x sin (Cog) +y cos (Cye), z),
h*=h*+ H"(x,y,z) — H*(x cos (Coe) +y sin (Cse), — x sin (Cye) +y cos (Co£),2)
(Rotation fir H,, =0).

Fiir Cjy#0 und Cy; # 0 ergeben sich analoge Transformationen (Rotationen in der x-z-
bzw. y-z-Ebene).

—~

CIZ:#O: i= l,eClzs7 = VXC_CIZS, =yl 0125’ vi= Vze—Clzs’
~_ 2Cyp¢ -
o0=p0e "12°  (Streckung fiir ¢, v, v} v%, o).

_~

Ci3#0: h'=—H"(x,y2)+ (h*+ H*(x,y,2)) e €13,
W=~ H (x.y.2) + (" + H (x,3,2)) e 1,
hi=—H?(x,y,2) + (h*+ H*(x,y,2)) e 3¢,
§=Q€2Cl3£, ﬁ=pe2C13s
(Streckung fiir h*+ H*, h’+ HY, h*+ H?, o, p).
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4. Schluibemerkungen

Fiir eine zwei- und eine dreidimensionale isentrope Plasmastromung sind die Lie-
Algebren der infinitesimalen Symmetrien und die Lie-Symmetriegruppen der nicht-
stationdren kompressiblen idealen MHD-Gleichungen berechnet worden. Dabei stellte
sich heraus, da3 beim Anlegen eines duBleren, beliebig ortsabhingigen Magnetfeldes
die Dimension der Lie-Algebra nicht verdndert wird.

Es ist interessant, die infinitesimalen Elemente (3) und die Lie-Algebra (5) fiir die
ebene Stromung mit einem beliebig orientierten internen Magnetfeld und H,, =0 mit
den entsprechenden Ergebnissen fiir eine ebene Strdmung mit einem Magnetfeld senk-
recht zur Strémung [7] zu vergleichen (in [7] wurde die z-Komponente h” des Magnet-
feldes h genannt, und es gab keine infinitesimalen Elemente 5", n™ da H parallel zu e,
war. Die infinitesimalen Elemente enthielten zehn freie Parameter Cy,...,C) und eine
freie Funktion f (h%g,p/0%).) Im Fall y+2 ergeben sich fiir den Fall des senkrechten
Magnetfeldes und fiir den Fall des beliebig orientierten Magnetfeldes dieselben infini-
tesimalen Elemente &% & &, 5" r]Vy, n™ n°und 7P, wihrend sie fiir y=2 nur dann
libereinstimmen, wenn Cyp=0 und f (h%p,p/0*)= — Cy;h%o. Entsprechend dazu sind
die Basisvektoren X, ..., X, der Lie-Algebren fiir beide Stromungen identisch, wenn
h*=h’=0 gilt, aber den Vektor X der Stromung mit senkrechtem Magnetfeld gibt es
fiir beliebig orientiertes Magnetfeld nicht, und der Vektor X (f) wird zu X, nur, wenn
f(h%o,p/0”) = — Cyyh%/p. Firr y=2 erhilt man also eine 10-dimensionale Lie-Algebra
im Fall einer Strémung mit beliebig orientiertem Magnetfeld anstelle einer unendlich-
dimensionalen im Fall einer Stromung mit senkrechtem Magnetfeld. Obwohl das senk-
rechte Magnetfeld ein Spezialfall eines beliebig orientierten Magnetfeldes ist, kann
man die zugehdrige Lie-Algebra nicht aus der Lie-Algebra fiir das beliebig orientierte
Magnetfeld erhalten, indem man h*= h*=0 setzt.

Wenn man jedoch Ahnlichkeitsvariable und neue abhiingige Variable sucht, um die
Gleichungen (1) auf ein partielles Differentialgleichungssystem mit nur zwei unab-
hingigen Variablen zu reduzieren, kénnen trotzdem die Ergebnisse in [7] leicht auf den
Fall des belicbig orientierten Magnetfeldes fiir y+2 verallgemeinert werden: Da n"”*
und 5™ nur von h*und h” abhingen und kein anderes infinitesimales Element von h*
oder h” abhiingt, kann die urspriingliche Klassifikation benutzt werden. Die Ahnlich-
keitsvariablen A,p und die neuen abhidngigen Variablen U(A,pn), V(i.u), H(Au),
R(A,u), P(A,u) bleiben unverdndert. Die beiden anderen abhédngigen Variablen
H*(A, ) und H*(A,1) konnen leicht als ,Integrationskonstanten’ eines der drei Systeme
charakteristischer Gleichungen

dx _ dh* _ dh'  dy _ dh* _ dh'  dt _ dh* _ db’

-

mit den infinitesimalen Elementen (3) berechnet werden.

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052948



Digitale Bibliothek Braunschweig

38 Symmetriegruppen idealer MHD-Gleichungen

Danksagung

Ich danke Professor E.W. Richter fiir viele hilfreiche Diskussionen.

Literatur

[1] Hughes, W.F. und Young, F.J., The Electrodynamic of Fluids. Wiley, New York 1966.

[2] Bluman, G.W. und Cole, J.D., Similarity Methods for Differential Equations. Springer,
Berlin 1974.

[3] Ovsiannikov, L.V., Group Analysis of Differential Equations. Academic Press, New York
1982.

[4] Olver, P.J., Applications of Lie Groups to Differential Equations. Springer, Berlin 1986.

[5] Nucci, M.C., Group Analysis of MHD-Equations. Atti Sem. Mat. Fis. Univ. Modena 33
(1984}, 21-34.

[6] GroB, J., Invariante Losungen der eindimensionalen nichtstationiren realen MHD-Glei-
chungen. Dissertation, Technische Universitét Braunschweig 1983.

[7] Fuchs, J.C. und Richter, E.W., Similarity solutions for the two-dimensional non-stationary
ideal MHD equations. J. Phys. A: Math. Gen. 20 (1987), 3135~-3157.

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052948





