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Riumliche Gegenstiicke zum Satz von Holditch

Von Hans Robert Miiller, Braunschweig

In der ebenen Kinematik gilt der bemerkenswerte Satz von A. HOLDITCH [1}:
Werden die Endpunkte X,Y einer Strecke fester Linge d = a+b so bewegt, daB sie
eine gegebene Eilinie gerade einmal durchlaufen, so beschreibt ein Punkt Z dieser
Strecke mit den Abstinden XZ=b, ZY=a eine geschlossene, nicht notwendig
wiederum konvexe Kurve. Fiir den Inhalt des von den beiden Kurven berandeten
ringformigen Bereichs gilt

Fx—-Fz=abum,

wobei mit Fx der Inhalt des ebenen Bereichs bezeichnet wurde, der von der Bahn-

kurve des Punktes X, also von der Ausgangseilinie berandet wird. Entsprechendes gilt
fiir Fy = Fx und fiir F7.

I

Wir gehen von einem dreigliedrigen Bewegungsvorgang B; im dreidimensionalen
Raum E® aus. Er werde durch die Bewegung des Gangkreuzes, eines orthonormier-
ten Dreibeins {0,€),€,,€5} gegeniiber dem als fest angenommenen Rastkreuz, dem
Dreibein {0',€},85,€3} erfat. Der reine Drehanteil von B, erfiillt das schiefsymmetri-
sche System von Ableitungsgleichungen

(1) dei=w;e—w € (i,j,k=1,2,3 zyklisch)

mit den Integrierbarkeitsbedingungen

2) d w; = w; A 0.

Hierbei wird der CARTANSsche Kalkiil (alternierende Produkte ,, A%, duBere Ab-
leitungen ,,d*) zugrunde gelegt. Fiir die Schiebkomponente von B, gilt

3) d0'0=35= 0,8, + 058, + 558,

wozu noch als weitere Integrierbarkeitsbedingungen

4) do;=0; A W~ G AW

hinzukommen. Ein dreigliedriger Bewegungsvorgang B, wird nun festgelegt, wenn die
® und o lineare Differentialformen (Paffsche'Formen) in drei Verinderlichen t4, 12,13
sind. Wir beschrinken uns auf solche B;, denen im dreidimensionalen Phasenraum
(Raum der Parameter t;) ein Gebiet G entspricht, das von einer geschlossenen, orien-
tierbaren Fliche R =R(G) vom Zusammenhang einer,, Kugel berandet wird. Der

Rand R bestimmt nun einen geschlossenen zweigliedrigen (flachenldufigen) Bewe-
gungsvorgang B,. Hierbei beschreiben im Gangraum befestigte Punkte geschlossene
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Bahnfléchen und umhiillen Ebenen, die im Gangraum fest sind, gleichfalls geschlos-
sene Hiillbahnfldchen.

Ist X ein Punkt des Gangraums, ist also bei festen x;
6() = i): X{é‘)*] + ngz + Xg—é)g,

so gilt wegen
0X=X'=0'0+0X

fiir die Anderung gegeniiber dem Rastraum

(5) d;’—:g'*‘?(x 6=T1€1+t2€2+13€3

mit dem Drehvektor

(6) 6 = w1€1 + (1)26)2 + (1)36)3 .

Ausfiihrlicher ist somit
(7) Ti=6i+Xj(Dk—Xk(Dj.
Fiir die Punktdichte, also fiir das Raumelement (Volumselement) dJx, das der Punkt
‘X bei B; beschreibt, gilt nun
® dJx = T4 ATa A T3.
Eine Ebene a sei durch ihre Gleichung

l_.l).)?— Ug = 0
im Gangkreuz gegeben. Hier sei U = u,€; + u,€; + u3€; und u? = 1. Der bei B, durch-
laufenen Ebenenschar kommt nach geldufigen Formeln der Integralgeometrie [2]
die Ebenendichte dM,, zu, die nach [4], [5] in folgender Form dargestellt werden
kann:
9) dMa=Zufo’,-/\wj/\u>k +Zuiuj(o}/\mj/\wk—di/\wi/\mk).

Die Integrale der Punkt- und Ebenendichten (8), (9) erstrecken wir iiber das Gebiet
G des Phasenraums und wenden die allgemeine STOKESsche Formel

(10) f do=[o
G R(G)
an. Unter Heranziehung der Integrierbarkeitsbedingungen (2), (4) erhalten wir je-
weils quadratische Polynome in den x; bzw. u;. Durch die Wahl eines ausgezeichneten
Gangkreuzes lassen sich hierin gewisse Koeffizienten zum Verschwinden bringen,
was auf die folgenden Bedingungen (vgl. [3], [4]) hinauslduft:
f(ckao‘i/\wi+o‘k/\6j/\wj)= fo;/\o’j=0
(11) R(G)
f(o’i/\u)i/\u)k—o‘j/\wj/\mk)=f g Aw=0
G R(G)
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Man braucht hierzu nur die Quadriken, zu deren Gleichungen man durch Integration
von (8) bzw. (9) gelangt, auf Hauptachsen zu transformieren.

Wir erhalten so Formeln fiir den Rauminhalt J jenes Bereiches des Rastraums,
dessen Randfliche vom Punkt X bei dem geschlossenen, flichenldufigen Bewegungs-
vorgang B, beschrieben wird:

(12) Jo=Jo+ Aix3 + Ax3 + AX.
Hierbei bedeutet J den Inhalt des vom Ursprung 0 erzeugten Bereichs und gilt

(13) Ai=f6i/\wj/\wk=%(fo‘j/\wj+ JdkAwk).
G R R

Eine entsprechende Formel gilt fiir das EbenenmaB (Ebeneninhalt) M, bei Zugrunde-

legung des gleichen ausgezeichneten Gangkreuzes, das allein durch den geschlossenen
Bewegungsvorgang B, bestimmt ist. Wir finden aus (9) mit (11) (vgl. {4], [5]).

(14) Muz A1u% +A2u§+A3u§.

Bei einem solchen Bewegungsvorgang B,, der im Phasenraum der Randfliche R(G)
entspricht, bildet die am Gangkreuz befestigie Ebene o eine zweiparametrige Schar,
hiillt also im allgemeinen eine geschlossene, orientierbare Fliche, den Rand eines

Korpers K ein. Den Punkten von G entsprechen hierbei Schnittebenen von K. Das

Ebenenmal M, kann somit als Integral der mittleren Kriimmung der konvexen Hiille
Kvon K gedeutet werden.

Von den Formeln (12) und (14) wollen wir nun weiterhin Gebrauch machen.

II

Auf der Verbindungsgeraden zweier verschiedener Punkte X,Y des Gangraums
erfassen wir durch

(15) q1=7\.xl+uyl,7\.+u=1

einen weiteren Punkt Q. Mit (12) finden wir fiir den Inhalt Jo der Bahnfliche von Q
bei einem geschlossenen B, '

(16) JQ=)\2 JX+2)"M JXY +}L2 Jy.

Hierin haben wir

17) Ty =Jyx=1Jp +ZAiXiYi

als gemischten Bahninhalt der Punkte X und Y eingefiihrt.

Wegen

(18) Ix = 2Ixy + Iy =Y A (% - yp)?

erhalten wir neben (16) durch Elimination von Jxy auch die Darstellung
(19) Jo=AIx+uly - ApY A (x; - y)2
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Mit dem dreigliedrigen Bewegungsvorgang B; iiber dem Bereich G des Phasenraums
und damit mit dem zweiparametrigen geschlossenen Bewegungsvorgang B,, der dem
Rand R(G) entspricht, verkniipfen wir nun eine MaBbestimmung, bei der der Ab-
stand D(X,Y) zweier Punkte X,Y des Gangraums durch

(20) D*(X,Y) = 8ZAi (x; — yi)?

gemessen wird. Hierbei sei ¢ = * 1, je nachdem, ob fiir das gewihlte Punktepaar X, Y
die quadratische Form

ZAi (Xi - yi)z >< 0
ist. Der Abstand D(X,Y) wird durch diese Festsetzung stets reell. Im indefiniten und
im semidefiniten Fall der quadratischen Form kann fiir gewisse Richtungen der Wert
Null angenommen werden, was wir fiir die folgenden Uberlegungen ausschlieBen

wollen.
Wenn wir noch eine Orientierung der Geraden XY einfithren, so kdnnen wir

unterscheiden
D(X,Y) = — D(Y, X).
Statt (19) 148t sich nun schreiben
(21) To=%AJx+nJy—eru DA(X)Y),

eine Formel, zu der in der ebenen Kinematik (vgl. [6]) ein Gegenstiick existiert. Dies
ist auch der Fall fiir folgende Umformung von (21): Messen wir die Abstande der drei
kollinearen Punkte X,Y,Q ebenfalls in der mit B, verbundenen Metrik, so finden wir

wegen (15) und
D(X,Q) + D(Q,Y) =D(X)Y)

die Darstellung der Parameter

22 ,_DQY)  _DXQ
DXY) ' T DXY)
und somit
(23) o= ‘D_(XL\T) (1x DY) + Iy - D(X,Q)) - ¢ D(X,Q) - D(Q.Y)

Wir treffen nun, dhnlich wie beim Satz von HOLDITCH die Annahme, dafl unser
geschlossener Bewegungsvorgang B, so beschaffen sei, daB stets auch der Punkt Y
sich auf der Bahnfliche des Punktes X bewege, also bei einem solchen ,, HOLDITCH-
schen Bewegungsvorgang Bj erster Art“ eine Strecke fester Liange so gefithrt werde,
daB ihre Endpunkte X und Y die gleiche geschlossene orientierbare Bahnfliche be-
schreiben. Wir haben in (23) hierzu nur Jx = Jy zu setzen, um folgende Formel zu

erhalten:

(24) Jx - JQ =€ D(X, Q) : D(Q,Y)

Sie stellt ein raumliches Gegenstiick zum Satz von HOLDITCH der ebenen Kine-
matik dar: Durch sie wird der Rauminhalt des schalenférmigen Bereiches gemessen,
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der von der doppelt durchlaufenen, d.h. bei B} von X und Y beschriebenen Bahn-
fliche und der geschlossenen Bahnfliche des Punktes Q begrenzt wird. Dieses
Volumen hingt nur von den Abmessungen der bewegten geometrischen Figur ab,
wenn die Lingenmessungen mittels der Metrik des B} vorgenommen werden. Falls
die quadratische Form in (18) definit, etwa positiv definit ist, d.h. A;>0, konnen wir
abschiétzen und neben (12) und (17) die SCHWARZsche Ungleichung heranziehen:

(Tx=Jo) Jy = Jo) = Uxy = Jo)* =0
oder, falls wir J;>0 annehmen,
(25) Ixly — By = J0(0x =2 Ixy +3y) > 0.

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn die Punkte X,Y und 0 auf einer
Geraden gewihlt werden.

I

Die Formeln (16), (21), (23) und auch (24) koénnen dadurch veraligemeinert
werden, dal3 wir von drei nicht kollinearen Punkten X,Y,Z des Gangraums ausgehen
und einen Punkt Q der dadurch bestimmten Ebene mittels

(26) G=Axtuyi+vz, h+tutv=1

erfassen. Bei einem geschlossenen B, finden wir, dhnlich wie friither, aus (12) fiir den
Inhalt der Bahnfliche des Punktes Q

27) Jo=WIx+ 2 Jy+v2 I+ 2hpulxy + 20V Ixz + 2uv Jyz.

Hierbei wurden entsprechend (17) gemischte Bahninhalte benutzt. Thre Elimination
mit Hilfe von (18) fiihrt zu

(28) Jo=MIx+uly+vIz—Ap) A (x—y)?~ AV A (x; - 2:)?
— VYA (yi—2)?,
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wofiir wir wiederum wegen (20) auch schreiben kénnen
(29) Jo=hIx+puly+vIz—elu DAXY) - g15hv DA(X,Z) — £35uv DY, Z)
Die Parameter X,u,v lassen sich auch in diesem Fall durch Lingenverhiltnisse von
Strecken des bewegten Objektes (Dreieck) ausdriicken (vgl. Fig.1).

Andern wir fiir den Augenblick die bisherigen Bezeichnungen in X = X,, Y= Xz,
Z=X3; A=y, 4 =MAy, V=g, so finden wir fiir i, j,k = 1,2, 3 (zyklisch)

)\,:D(Q,Qi) D(X;, Q) DX, Q) _ D(X,, Q) - D(Qy, X)
" D(Xy,Q) D(X,Q) D(Xw.X) D(Xi, Q) DX, X))

Damit kann statt (29) etwa auch

2
(30) Jo=}) BE?(”%)) Txi =) & (gE§:: 82)) D(Qy, X)) - D(Xi, Qi)

geschrieben werden.

Wandern bei einem zweigliedrigen geschlossenen Bewegungsvorgang — analog zur
HOLDITCHschen Annahme — die Punkte Xy, X, X; auf der gleichen Bahnfliche,
wobei wir von einer ,, HOLDITCHschen Bewegung B3 zweiter Art* sprechen kdnnen,
dann 148t sich die Differenz der Rauminhalte

Gl Jx-Jo=Yk (g—&%%)zl)(@k,xj) - D(X, Q)

ebenfalls nur durch die MaBe der bewegten geometrischen Figur ausdriicken.

Die gleichen Uberlegungen kénnen auch fiir die Eckpunkte X; (i=1,2,3,4) eines
Tetraeders und einen auf ihnen aufgespannten beliebigen Punkt Q des Gangraumes
angestellt werden. Man gelangt zu dhnlich gebauten Formeln und kann auch ein
Gegenstiick zum Satz von HOLDITCH aufstellen. In diesem Fall einer ,,HOL-
DITCH-Bewegung B3 dritter Art* miissen sich die vier Punkte X; auf der gleichen
Bahnflidche bewegen, was nur unter geeigneten Voraussetzungen moglich ist*). Fiir
ebene HOLDITCH-Bewegungen wurden solche Bedingungen von R. THURING
niher untersucht (vgl. [7]). Ahnliche Betrachtungen fiir unsere raumlichen B} diirften

nicht einfach sein.

Iv

Nun mégen noch einige Formeln betreffend das Ebenenmall M, angegeben wer-
den. Wir gehen zuerst von zwei Ebenen o,3 mit den genormten Normalenvektoren

U,V aus und betrachten Ebenen v, fiir die

(32) W=AT+pv, w2=A24+p2+20p10v=1

*) Abzihlende Betrachtungen zeigen, daf3 im aligemeinen dann der Bewegungsvorgang B3
durch Herumfiihren dieses Tetraeders im Innern der geschlossenen orientierbaren Fliche

erzeugt werden kann.
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als Normalenvektoren fungieren. Aus (14) folgt
(33) M, =22 M, + p® M + 2hp Mgg.
Entsprechend dem fritheren Vorgehen bezeichnen wir hierin

(34)  Mg=2Auv
als gemischten Ebeneninhalt der von den Ebenen «,f bei B, umhiillten Hiillbahn-
flichen. Wegen

(35) M — 2 Mgg + Mg =) A, (u; - vp)? = £ D(U,V)
konnen wir auch schreiben
(36) M, =2 (A +p) Mg+ p (A +p) Mg — edp D*(U,V)

Hierbei denken wir uns 0U =1, 0V =¥V vom Punkt 0 abgetragen und messen mit der
zu B, gehorigen Metrik den Abstand der Punkte U,V.

Nun noch Zusammenhénge zwischen Punkt- und Ebeneninhalten:
Wir gehen von drei nicht kollinearen Punkten XY, Z des Gangraums aus. Die zuge-
hérigen Bahninhalte Jx, Jy,Jz berechnen sich nach (12). Diese drei Formeln erginzen
wir noch durch die Beziehung (14) fiir eine beliebige Ebene a. Aus diesen vier Glei-
chungen eliminieren wir nun die Koeffizienten A;, was diurch Nullsetzen einer Deter-
minante geschehen kann:

x; x3 x5 Ax

Ax = Jx-1]

2 2 .2 A X X 0

(37) Y2 Y _omit | Ay=Jy—Jo
75 75 75 Ay

2 Az =Jz-Jo

uf uf uj M,

Fassen wir zur Abkiirzung die Elemente in den ersten drei Spalten zu Vektoren
X=x2& +%+x28,...; U=ule, + e, +ulé,

zusammen, so lassen sich die linearen Bezichungen zwischen den Punktinhalten

Jx,Jv,Jz und dem Ebeneninhalt M,, in der Schreibweise von Spatprodukten

CO = (§5?7z)7 C1 = (§7 27 l_j)’ CZ = (2’ i& G)’ C3 = (;(9?, a)
durch

(38) C1JX+C2JY+C3J2—(C1 +C2+C3)J0=COMa

darstellen.

Ist im besonderen « die Verbindungsebene der drei Punkte, dann haben wir noch
WX =1Yy=TZ oder auch
FU=XXY+JXZ+ZX%

mit F als doppeltem Flicheninhalt des Dreiecks X,Y,Z zu beriicksichtigen.

In dualer Weise fiihren drei Ebenen o, §,y mit den nicht linear abhingigen Normalen-
vektoren 4,V, W und ein beliebiger Punkt X zur Bedingung
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u12 u% u§ M,

(39) V$ v§ v§ M|3 -0
wi wiwi M, )
x5 x5 x§ Ax

Mit

- — = —

Do =(U,V,W), D, = (V,W,X), D, = (W,U,X), Dy=(T,V,%)
folgern wir daraus
(40) DiM, + DM + DM, =Do(Ix — Jo).
Auch in diesem Fall kann X als Schnittpunkt der drei Ebenen gewihlt werden.

Ahnliche Beziehungen zwischen Punkt- bzw. Ebeneninhalten lassen sich auch fiir
4 Punkte oder 4 Ebenen oder 2 Punkte und 2 Ebenen aufstellen.
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